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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, theoretische Vorhersagenn/Besonanzfrequen-
zen #r ache zylindrische dielektrische Resonatoren, welche aukedEinfehrung
eines e ektiven Brechungsindexes beruhen, experimentell mberprefen. Derar-
tige Vorhersagen nden unter anderem in Mikrolasern eine Anwelung. Dazu
wurden kreisbrmige Mikrowellenresonatoren aus Te on verwendet. Die Quéen-
zahlen der gemessenen Resonanzauste wurden durch Messung der Wellenfelder
mit der sogenannten Sarkerper-Methode identi ziert und erlauben so einen di-
rekten Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen.

Im ersten Teil der Arbeit wurde ein Te onkreis zwischen zwei MetlIplatten gelegt
und untersucht. Durch die Metallplatten la t sich das System exakt auf ein rein
zweidimensionales Problem reduzieren, welches analytisoblegt werden kann.
Dieses Experiment diente zufberprufung der experimentellen Me technik. Die
gefundenen Abweichungen in den Resonanzfrequenzen im Veojleu den Vorher-
sagen konnten vollsandig mit experimentellen Ungenauigkeiten erkkt werden.
Im zweiten Teil wurde ein nur auf einer Metallplatte liegendr Te onkreis unter-
sucht. Dieses System kann durch Eimhrung eines e ektiven Brechungsindexes,
den man durch Projektion des dreidimensionalen Strahlenggs auf eine Ebe-
ne erhalt, nur naherungsweise auf ein zweidimensionales Problem emkgedihrt
werden. Die starke Verschlechterung der é@en dieses Resonators gegeélmer dem
Te onkreis zwischen zwei Metallplatten konnte gut mit dem Malell eines e ek-
tiven Brechungsindexes erldrt werden. Die Abweichungen der gemessenen Reso-
nanzfrequenzen von den berechneten lie en sich wie schon insten Teil durch
experimentelle Ungenauigkeiten erkken.

Diese erste systematisch®berprafung des Modells eines e ektiven Brechungs-
indexes an einem dielektrischen Mikrowellenresonator zeggéine grundatzliche
Ubereinstimmung zwischen dem Modell und den experimentellerai2n. Des Wei-
teren wurden die experimentellen Grundlagenuf eine genauerdJberprufung des
Modells durch Pmzisionsexperimente gescha en.
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1 Einleitung

Seit Anfang des 20. Jahrhunderts hat der Begri des Chaos eindesten Platz in
der Physik gefunden. Klassisches Chaos wird dadurch charaksseirt, da ein Sys-
tem fur minimale Anderungen der Anfangsbedingungen bereits nach kurzer Zeit
ein vellig anderes Verhalten zeigt, d.h. es reagiert extrem empdlich auf Ste-
rungen der Anfangsbedingungen. Diese Systeme sind im Prinzip deatig und
vollstandig vorherbestimmt. Deshalb spricht man auch von determinisichem
Chaos [1]. In einem Quantensystem kann man aufgrund der Unseferelation
nicht von Trajektorien sprechen. Chaotisches Verhalten wirdn diesen, z.B. in
Atomkernen [2{5], durch universelle spektrale Eigenschaftarharakterisiert [6{9].
Das Gebiet des Quantenchaos umfat zum einen statistische Emgpgehaften des
Spektrums [6, 10], zum anderen aber auch semiklassische Zusanimege mit
dem Phasenraum der analogen klassischen Systeme, wie sie z.B.d&urfor-
meln ausgedackt werden [11{14]. Eine wichtige Klasse sowohl klassischer aish
guantenmechanischer Modellsystemeirf Untersuchungen im Rahmen des Quan-
tenchaos sind sogenannte (zweidimensionale) Billards. Quanibdlards kennen
auch mit Analog-Experimenten an achen, (quasi-)zweidimensnalen Mikrowel-
lenkavitaten, sogenannten Mikrowellenbillards, untersucht werden $418]. Hier
wird die Analogie zwischen der zweidimensionalen Selginger-Gleichung und
der Helmholtz-Gleichung &r ache Mikrowellenresonatoren zwischen zwei paral-
lelen Leiterplatten benutzt. Experimente an dreidimensioalen Mikrowellenbil-
lards [19{22] haben gezeigt, da die Eigenschaften chaotigmhQuantensysteme
auf allgemeinere elektromagnetische Systensbertragbar sind, weswegen man
auch von wellendynamischem Chaos spricht.

Dies stellt die Verbindung zu einem anderen Gebiet dar, das den letzten Jahren
an Bedeutung gewonnen hat, emlich der Physik von Mikrolasern, die dielektri-
sche Resonatoren verwenden und eine Vielzahl von Anwendun@sgiichkeiten
unter anderem in Kommunikationssystemen haben [23{28]. Hierlgies eine Rei-
he von theoretischen Arbeiten, die sich z.B. mit dem Zusammenhgrzwischen
dem Emissionsverhalten der Laser und der Struktur des klassischenaBenraums
beschaftigen [29{34], und auch einige Experimente an o enen digktrischen Mi-
krowellenresonatoren [35,36]. Der Vorteil von letzteren geruber ersteren ist, da
sich die Eigenmoden gut als Resonanzen im Frequenzspektrum lrasten lassen
und auch eine Messung der Wellenfeldereglich ist [15, 37{39].

Eine exakte theoretische Modellierung von Mikrolasern bzwielektrischen Reso-
natoren ist nur meglich, wenn die Resonatoren zweidimensional sind. Reale Mikr
laser jedoch sind nicht zwischen Metallplatten bzw. Spiegelmngebettet, weshalb
eine Reduktion der dreidimensionalen Helmholtz-Gleichungufzwei Dimensio-
nen in diesen fllen nur eine approximative Beschreibung ereglicht. Eine solche
Methode beruht auf der Einbihrung eines sogenannten e ektiven Brechungsinde-
xes [23, 25, 40]. Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist es, @enauigkeit dieser
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Neherungsmethode an einem dielektrischen Mikrowellenresooatzu eiberpreifen.
Dareber hinaus werden auch die statistischen Eigenschaften des ISpams eines
dielektrischen Mikrowellenresonators untersucht.

Als Resonatoren wurden Kreisscheiben aus Te on gewlt, da sich die zweidi-
mensionale Helmholtz-Gleichungeir das dielektrische Kreisbillard analytischésen
la t. Aufgrund der Symmetrien des Kreises lassen sich die Resonanzkirch gute
Quantenzahlen charakterisieren, und die Konservierung detr&hlung im Kreis-
billard durch innere Totalre exion feihrt zu hohen Guten. Dies erlaubt es, einzelne
Moden als scharfe Resonanzen im Frequenzspektrum zu erkenned sgie durch
ihre Quantenzahlen zu charakterisieren. Die eindeutige Idizierung erm eglicht
einen direkten Vergleich mit theoretischen Berechnungen.uZ Bestimmung der
Quantenzahlen wurden Wellenfelder mittels der $tkerper-Methode [39, 41, 42]
gemessen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 verden die Grundlagen
zu (dielektrischen) Mikrowellenresonatoren sowie der MessungnvFrequenzspek-
tren und Wellenfeldern zusammengefa t. Auch auf die Grundlagn der spektralen
Statistik wird kurz eingegangen. In Kapitel 3 werden die Expémente an einem
zweidimensionalen Kreisbillard diskutiert. Sie dienten zutlberprafung der expe-
rimentellen Technik durch Vergleich mit theoretischen Reatungen und verscha -
ten einen generellen Einblick in die Eigenschaften dieleldcher Billards. Au er-
dem wurden die statistischen Eigenschaften des Spektrums urgecht. Kapitel 4
schlie lich stellt die eigentlichen Experimente zuberprefung der Berechnungen
mit e ektivem Brechungsindex vor. An einem mit der Geometrie en Mikrola-
sern vergleichbaren Aufbau wurden wiederum Frequenzspektrunmd Wellenfel-
der gemessen und die Quantenzahlen identi ziert. Das Prinziges e ektiven Bre-
chungsindexes wird vorgestellt und es wird extitert, wie damit die Eigenmoden
berechnet werden &nnen. Der Vergleich von berechneten und gemessenen Reso-
nanzfrequenzen zeigt eine gute qualitativ®lbereinstimmung, aber die Pazision
der Berechnungen konnte aufgrund der Unsicherheiten in denageetrischen Pa-
rametern des Aufbaus nicht abschlie end beurteilt werden. IKapitel 5 werden
schlie lich die Ergebnisse zusammengefa t und weitere Experante zur genaue-
ren Analyse vorgeschlagen.



2 Experimentelle und theoretische Grundlagen

2.1 Elektrodynamik von Mikrowellenresonatoren

Die Maxwell-Gleichungen @r die elektrischen E€) und magnetischen B) Felder
in einem linearen, isotropen Medium lauten in SI-Einheiten

= = @
A S 2.1)
rB =0 m B = olrog*t

wobei , die relative elektrische und ; die relative magnetische Permeabilét des
Mediums, %freie elektrische Ladungen unif freie Streme sind [43]. Daraus lassen
sich die allgemeinen Randbedingungen

A (E@ EW) = — A (B@ BW)

ro

A (E®@ E®) =0 A (B@ BW)

0
r 0'g;

an der Grenz ache zwischen zwei Medien 1 und 2 herleiten, wobreder Norma-
lenvektor zur Grenz ache (in Richtung Medium 2 zeigend) ist und bzw. g die
Ober achenladungen und -seme an der Grenzache sind. Zwei wichtige Spezial-
falle sind die Randbedingungen an einem idealen Leiter und aerdGrenz ache
zwischen zwei Dielektrika (mit , = 1), wie z.B. zwischen Luft/VVakuum und Tef-
lon. Da sich in einem idealen Leiter keine dauerhaften Feldaufbauen lennen,
sich dakr aber Ober achenladungen und -swme ausbilden, dieau ere Felder
vollstandig kompensieren, gilt auf der ObemcheS eines idealen Leiters

B2jes=0 Eijes=0;

wahrendE, und By an der Grenz ache unstetig sind. An der Grenzache zwischen
Dielektrika, welche weder Oberachenladungen noch -seme tragen lennen, sind
die Green , E, BV, B und EL, i =1;2, stetig.

In Abwesenheit von freien Ladungen und Semen ergibt sich aus den Maxwell-
Gleichungen (2.1) die (vektorielle) Helmholtz-Gleichung

(+ k&) o =0 (2.2)

mit der Wellenzahl im Medium ky = n%. Zusammen mit den oben genannten
Randbedingungen beschreibt sie die Felder in Mikrowellenresdoren beliebiger
Geometrie. Die losungen #@r die Felder E und B bezeichnet man als Eigen-
funktionen und die entsprechenden Wellenzahlen als Eigemte=der Helmholtz-
Gleichung.

In einer zylindrischen Geometrie lassen sich die Zeit und deeKomponente mit
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dem AnsatzE;B / €&z ') yon den transversalen Koordinaterx und y ab-

separieren [43]. In den meisten dflen kann man die lesungen entsprechend
ihrer Polarisation in Transversal Elektrische Moden mit E, = 0, Transversal

M agnetische Moden mitB, = 0 und T ransversalElektro-M agnetische Moden
mit E, = B, = 0 einteilen. Gibt es jedoch in transversaler Richtung Grenachen

zwischen Dielektrika, bilden sich sogenannte Hybrid-Moden, welie Randbedin-

gungen #r E, und B, nicht separieren [44]. Br TM-Moden lauten die Felder

Ez = ( X;y)ei(kzz !t);
E. = ikr, dkez ) (2.3)
Bi=B = (e ) ek

Mit A; = A8 + Ayg werden die transversalen Komponenten eines Vektofs
bezeichnet. Die Wellenfunktion erfullt die skalare Helmholtz-Gleichung

( (+ 9 =0; (2.4)

deren Eigenwert = P k2 + ky2 gerade die transversale Komponente des Wellen-
vektors ist. In einem durch ideale Leiter umschlossenen Resomatmer Wellen-
leiter erfullt die homogenen Dirichlet'schen Randbedingungen

j@gz 0:

Ein ahnliches Resultat erlalt man fur TE-Moden, wobei dann die Wellenfunktion

dem B,-Feld entspricht und im Falle metallischer Randbedingungenid skalare
Helmholtz-Gleichung (2.4) mit homogenen Neumann'schen Ranedingungen er-
fullt. Die Kreisfrequenz! ergibt sich aus der (vom jeweiligen Medium al#ngigen)
Dispersionsrelation

2 2
12= F( 2+ k3 = ﬁka = ’k? (2.5)
mit dem Brechungsindexn = P “r r und der Vakuumwellenzahk = "TM Die Fre-

quenz ist = .
Fur einen Resonator, der beiz = 0 und z = h mit einem idealen Leiter
abgeschlossen ist, ergeben sich unter Beksichtigung der Randbedingungen

%jho = %jph = 0 fur TM-Moden die Felder

E, = ( xyy)cosk,z)e " ;

E. = &7, sin( kz)e '; (2.6)
B = i (e F)cos(k2e™;
wobeik, durch
k, = h mit =0:;1,2;:::



quantisiert ist. Fur k, = 0 ergeben sich dabei quasi-zweidimensionale Moden, bei
denenE, die skalare Helmholtz-Gleichung

( t+kwE;=0; Ejes=0 (2.7)

erfellt. Die mathematische Analogie von Glg. (2.7) zur Scladinger-Gleichung ér
ein Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf wird ar Untersuchung von
chaotischen Quantensystemen in Analog-Experimenten mit aclneMikrowellen-
resonatoren (sogenannteMikrowellenbillards) ausgenutzt [16{18].
Fur TE-Moden ergeben sich die Felder analog, wobei jedody =  mit
= 1,2,;3;:::ist. Daher existieren unterhalb der Grenzfrequenzp = 55 nur die
guasi-zweidimensionalen TM-Moden. TEM-Moden existieren nun bestimmten
Geometrien, wie z.B. Koaxial-Kabeln, und sind hier nicht wéer von Belang.

2.2 Dielektrische Kreisbillards

Neben geschlossenen Billards mit ideal leitenden &ffden sind auch o ene, di-
elektrische Billards von gro em Interesse [31,33{36,45], daesi.a. als Mikrolaser
verwendet werden. Von besonderem Interesse sind dabei det€h und die Inten-
sitatsverteilung im Fernfeld [26, 27,29, 46,47]. Im einfachstéfall handelt es sich
um dielektrische Scheiben beliebiger Form, die in einer odaehreren Richtungen
nur von Luft umschlossen sind. In Abb. 2.1 ist die Seitenansicht dewei in der vor-
liegenden Arbeit behandelten Aufbauten schematisch dargesteBei Aufbau a)
handelt es sich um eine dielektrische Kreisscheibe, die zwisckami Metallplatten
liegt. Aufgrund der Randbedingungen an den Metallplatten agtieren wie in Ab-
schnitt 2.1 dargelegt unterhalb der Grenzfrequenzp nur quasi-zweidimensionale

Metal
a) Dielectric
Metal
c) Dielectric
b) Dielectric
Metal

Abb. 2.1: Seitenansicht der in dieser Arbeit behandelten Billards. Bi Aufbau a) be n-
det sich eine dielektrische Kreisscheibe zwischen zwei Matplatten. Unter-
halb der Grenzfrequenz ,p existieren nur quasi-zweidimensionale Moden,
weshalb der Aufbau als zweidimensional bezeichnet wird undlie Moden
analytisch berechnet werden lennen. Bei Aufbau b) wurde die obere Me-
tallplatte weggelassen, weshalb er auch als halbo ener Alifau bezeichnet
wird. Fur diese Geometrie existiert keine analytische bsung der Helmholtz-
Gleichung. Die Draufsicht der Aufbauten ist in c) dargestelt.
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Moden, weshalb dieser Aufbau auch als zweidimensional bezemhwird. Die
Helmholtz-Gleichung #ir dieses zweidimensionale dielektrische Kreisbillard kann
analytisch gebst werden (siehe Abschnitt 2.2). Bei Aufbau b) wurde lediglich di
obere Metallplatte entfernt. Far dieses halbo ene dielektrische Kreisbillard kann
die Helmholtz-Gleichung nicht mehr analytisch gelst werden.
Da es keine geschlossene metallische Berandung gibt, kann Ereapgestrahlt
werden, so da die Helmholtz-Gleichung Bsungen mit komplexen Eigenwerten
hat. Im Gegensatz zu den stehenden Wellen in einem geschlossenglarB be-
stehen diese komplexen Wellenfunktionen aus einer stehenderIM innerhalb
des Dielektrikums, deren Amplitude mit der Zeit exponentielabfallt, und einer
auslaufenden Welle (z.B. in Polarkoordinaten beschrieben ln eine Hankel-
Funktion Hﬁ'q)(kr)) im Bereich au erhalb des Dielektrikums. Da die auslaufen-
de Welle Energie transportiert, handelt es sich bei den Felderau erhalb des
Dielektrikums nicht um evaneszente Felder. Beide Wellen steh wmber die in
Abschnitt 2.1 beschriebenen Randbedingungen an der Gremzhe des Dielek-
trikums in Beziehung zueinander. Die Randbedingung eineuslaufenden Welle
wird auch als Sommerfeld-Randbedingung bezeichnet [44]t&hativ kann man
diese sogenannten quasi-gebundenen Moden auch mit Hilfe derePdér entspre-
chenden Streumatrix berechnen [33, 34].
Ein einfaches und analytischedsbares Beispielefr ein dielektrisches Billard ist das
zweidimensionale dielektrische Kreisbillard mit RadiufR und Brechungsindexn
wie in Abb. 2.1a,c skizziert [31]. Unterhalb von ;5 existieren nur quasi-gebundene
TM-Moden entsprechend Glg. (2.6) mitk, = 0 und aus der kreisbrmigen Geo-
metrie ergibt sich der Ansatz

W) = EPIn( Or)e™ ¢ R

@) = EQHY( @rne™ :r R

mit der Bessel-Funktion erster Art J,(x) und der Hankel-Funktion erster Art
H%’(x). Die azimuthale Quantenzahlm entspricht dem DrehimpulsL, = ~m.
Aus der Dispersionsrelation (2.5) ergibt sich (wegek, = 0) @ = n @ = nk
und somit fur die Wellenfunktion

D) = EMIn(nkr)e ™ 1 r R;
@)y = Eg’Hw'(kr)e™ = r R:
Aus der Stetigkeit vonE, und B, an der Grenz ache folgt die Quantisierungsbe-
dingung
nJ%, (nkR)HD (kR) = J 1 (nkR) H™Y (kR) (2.9)

fur die Vakuumwellenzahlk = L. Die Ableitungen B, (x) und H%Y (x) sind nach
dem vollen Argument. Es gibt nur komplexe bsungenk 2 , da es sich bei den
Hankel-Funktionen Hy, (x) um komplexe Funktionen handelt. Fir eine Zeitabhan-
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gigkeite " von E und B ist Im(! ) < 0, und die Gute ergibt sich zu [45]

1Re( )

Q= i)’ (2.10)

Alle Moden mit m > 0 sind zweifach entartet mit

/ e™ pzw /9 (m' ) .

sin(m' )
Gema der asymptotischen Entwicklung der Hankel-Funktionen [48]st die aus-
laufende Welle &ir Argumente jkjr 1

r—
@ (r) = Ec()z) %ei(kr T2

und die Wellenfunktion scheint wegen InK) < 0 exponentiell anzusteigen. Jedoch

mu man die Wellenfunktion als (aus-)laufende Welle betradien, die am Ort r

erst fur Zeitent ¢ existiert. Daher ist der Termkr It 0, und somit die

Amplitude €® ') 1: die Wellenfunktion ist also endlich gro [34]. Der Faktor

9177 spiegelt die Energieerhaltung in der abgestrahlten Welle vder.

2.3 Frequenzspektren und Streumatrix

Die Eigenfrequenzen eines Mikrowellenresonators, welche den Eigenwerten
der Helmholtz-Gleichung (2.2) entsprechen,dnnen experimentell mit Hilfe eines
Netzwerkanalysators bestimmt werden. Dazu wir@ber eine Antennea ein Signal
einer bestimmten Frequenz in den Resonator eingekoppelt und mittels einer
Antenne b wieder ausgekoppelt.

Das System bestehend aus Resonator und Antennen kann als Streusystauf-
gefat und mit ahnlichen Methoden wie in der Kernphysik beschrieben wer-
den [38,49{53]. Dabei entsprechen die Antennen bzw. die darangeschlossenen
Kabel den einzelnen Anfangs- und Endkaen und das MatrixelementSy,( ) der
Streumatrix der &bergangsamplitude von Kanah zu Kanal b. In der Umgebung
einer isolierten Resonanz bei der Frequenz wird Sy, gut durch

q

Spa( )= ba I—— (2.11)
+i

beschrieben [10,54]. In einer ideal leitenden Kawit summiert sich die Gesamtbrei-
te (FWHM) = 2+ P aus den Partialbreiten P auf und entsteht aufgrund
der Energieverluste durch Auskopplung von Leistung an den beidé\ntennen.
Fur Dipolantennen, wie sie éir diese Arbeit verwendet wurden, gilt 2 /| E(+.)j,
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d.h. die Partialbreiten sind proportional zur Intensiwt des Feldes am Ortr, der
Antennen [38,51]. Daher knnen (Dipol-) Antennen eine Eigenmode nur gut an-
regen, wenn die Feldintens#t am Ort der Antenne nicht verschwindet.
Eine ideal leitende Kavilt kann experimentell durch eine supraleitende Kavi-
tat angerahert werden [10]. In einer normalleitenden Kavéit dagegen kommen
Ohm'sche Verluste in den Wnden hinzu. Diese Verluste énnen als zuatzlicher
Zerfallskanal [51] angesehen werden urghiren zu einer Ertehung der FWHM auf

= a+ ,t+ .Beioenendielektrischen Resonatoren stellt die Abstrahlung
nach au en einen weiteren Zerfallskanal mit der Breite ™ = 2Im( ) dar. Die
Imaginarteile Im( ) der Eigenfrequenzen bzw. die nach Glg. (2.10) berechneten
Guten beziehen sich ausschlie lich auf die Strahlungsverlusteeb Weiteren geht
Leistung durch Absorption im Dielektrikum verloren entspreched dem Imagi-
narteil des Brechungsindexes €/ Im(n)). Bei dem verwendeten Te on ist die
Absorption jedoch vernachéssigbar, weshalb auch in allen Rechnungen ein reeller
Brechungsindexn angenommen wird. fir die Starke

q
2 a b

a4 b4 + rad 4 abs

jSoatsal )i = (2.12)

einer Resonanz leisten die Partialbreiten®® der Antennen und die Strahlungs-
verluste ( ") den wichtigsten Beitrag (siehe auch Abschnitt 3.6.1).

Ein Netzwerkanalysator mi t gerade dietbergangswahrscheinlichkeit

iSha )i%= 5
zwischen zwei Kamlen / Antennen als Verhaltnis von ausgekoppelter zu eingekop-
pelter Leistung bei einer bestimmten Frequenz. Ein vektorieller Netzwerkana-
lysator (VNA) mit au erdem die Phasenverschiebung zwischen ein-nd auslau-
fendem Signal, kann also die vollshdigen, komplexenS-Matrixelemente Spa( )
bestimmen. Die FunktionjS,a( )j?> gegen aufgetragen wird als Frequenzspek-
trum bezeichnet. Im Weiteren wird unter anderem aus Darstelhgsgeinden auch
iSpa( )j als Frequenzspektrum verwendet. Entsprechend Glg. (2.11)igees an
den Stellen = der Eigenfrequenzen des Resonators scharfe Resonanzen,
sofern die entsprechenden Breiten nicht zu gro sind. Fur die vorliegende Ar-
beit wurde ein VNA vom Typ ,,HP 8510Q\ verwendet.

2.4 Sterk erper-Methode zur Messung von Wellenfeldern
Neben den Resonanzfrequenzen bzw. Eigenwert@mken auch die Intensiatsver-
teilungen der elektromagnetischen Felder bzw. das QuadraedEigenfunktionen

eines Mikrowellenresonators gemessen werden. Mit der sogenanrSterkerper-
Methode [42,55] kannEj? und/oder jBj? am Ort eines kleinen Sorkerpers ge-
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Abb. 2.2: Oben: Schema der gesamten Apparaturefr die Wellenfeldmessungen. Ein
Rechner steuert die Positionierungseinheit und liest éir jeden Punkt die
Frequenzverschiebung am VNA ab. Daraus wird dann die Intensitats-
verteilung berechnet (hier fur ein Sinai-Billard dargestellt).

Unten: Foto der Positionierungseinheit mit dem Rahmengestll fer die Bil-
lards. Der umgebende Thermostat fehlt.



messen werden. Diese Methode ndet z.B. bei der Untersuchung vorkkbwel-
lenbillards [22,37,41,56{58] oder Beschleunigerkasien [59,60] Anwendung. Die
Veranderung der Eigenfrequenz o eines Resonators durch Einbringen eines
metallischen Serkerpers wird durch

= 0((:1E2 Csz) mit Ci:2 0

beschrieben [42,55]. Dabei sinB und B die elektrischen und magnetischen Fel-
der der ungesbrten Eigenmode am Ort des Strkerpers. Die Konstantenc; und
¢, hangen stark von der Form des $tkerpers ab [42,57]. kr dielekrische Ser-
kerper [60,61] oder magnetischen Gummi [39,41] gilaherungsweiseeir die Fre-
quenzverschiebung [/ E?Z.

Fur diese Arbeit wurde der im Rahmen von [41] entwickelte Aufbauirggesetzt
(siehe Abb. 2.2). Dabei wird ein magnetischer 8tkerper im Resonator von einem
Elektromagneten au erhalb des Resonators girt. Der Fehrungsmagnet bzw.
der Sterkerper kann mittels zweier Schrittmotoren und entsprechende Steue-
rungseinheiten voll automatisiert von einem Computer auf eeam (kartesischen)
Koordinatengitter bewegt werden. Die aumliche Au esung der Messung ist durch
die Gre e des Serkerpers, die zur Vereigung stehende Me zeit und den Positio-
nierungsfehler begrenzt. Da der $tkerper durch den Frthrungsmagnet, gezogen\
wird, hinkt dieser der Bewegung des #hrungsmagnets um 1{2 mm hinterher [57].
Die Frequenzverschiebung der Resonanzen wird von einem angeschlossenen
VNA gemessen. Sie wiraiber die Phasenverschiebung' bestimmt [61], so da
die Messung genau eines Datenpunkts zur Bestimmung von reicht. Da der
verwendete VNA #ir 30 verschiedene Frequenzen gleichzeitig die Phasen messen
kann, kennen so die Felder von 30 Resonanzen in einer Messung aufgemeich
werden. Um den Temperatur-Drift von  durch die thermische Ausdehnung des
Resonators zu minimieren, ist der gesamte Me aufbau in einem &mostaten
eingeschlossen [41].

Bei den hier vermessenen Billards be ndet sich der &tkerper au erhalb des
eigentlichen Resonators, welcher aus massivem Te on besteht,dudaher nicht
in einem stehenden Wellenfeld, sondern einem Strahlungsfelier Sterkerper im
Strahlungsfeld emittiert Dipolstrahlung, da seine Dimensiond' 3 mm) deut-
lich kleiner als die Wellenange 1:5 cm der Strahlung ist [43]. Die Leistung
der gestreuten Wellen angt in der Dipolnaherung nur vom elektrischen Feld des
Strahlungsfelds am Ort des Sirkerpers ab. Die Veanderung vonSy,( ) durch die
gestreuten Wellen wird als ' = arg( Spa) gemessen und liefert so das elektrische
Feld am Ort des Serkerpers.

2.5 Spektrale Statistik

Ein grundlegender und universeller Zusammenhang ist der zwisthder Dyna-
mik eines klassischen Systems und den statistischen spektralen Baghaften des
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entsprechenden quantenmechanischen Systemsir Zeitumkehrinvariante Syste-
me genigt das Spektrum eines quantenmechanischen Systems mit regat klas-
sischer Dynamik der Poisson-Statistik, und ein System mit chaotiser klassi-
scher Dynamik der Statistik der Zufallsmatrizen dessau 'schen Orthogonalen
Ensembles (GOE) [5,10,62]. Ersterer Zusammenhang wird auch Blsrry-Tabor-
Vermutung [11,63] und letzterer als Bohigas-Vermutung bemhnet [6]. Aufgrund
der universellen Giltigkeit werden die spektralen statistischen Eigenschaften ah
als Indikator fur Chaos bzw. Regulariat in quantenmechanischen Systemen ver-
wendet.

2.5.1 Zustandsdichte und Weyl-Formel

Die Anzahl N( ) der Zustande unterhalb der Frequenz , auch als integrierte
Zustandsdichte bezeichnet, ist in einem geschlossenen, zweidisienalen System
naherungsweise durch die Weyl-Formel

I\IWeyI( ): A? 2 ;J_C
gegeben [64{66]. Dabei ist die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit,A die Flache und
U der Umfang des Billards, und das Vorzeichen des linearen Ternss abhangig
von den Randbedingungen (+ éir Neumann'sche Randbedingungen und fer
Dirichlet'sche Randbedingungen). Die Konstante&C enthalt weitere Korrekturen
aufgrund der Geometrie. Nur der langsam mit der Frequenz vagiiende Anteil der
Zustandsdichte%= 9 des Systems wird durcey ( ) = LNwey ( ) beschrie-
ben, da die Weyl-Formel (2.13) nur von den groben geometrisatn Parametern
A und U abhengt. Ersetzt man die Frequenz durch Nwey ( ), SO erhalt man
auf mittleren Abstand 1 reskalierte, Frequenzen\, deren statistische Eigenschaf-
ten fur generische Systeme universell sind [16]. Weitere Informaten eber die
Eigenschaften eines Systems sind im uktuierenden Tell

O/QJC():%) Weyl()

enthalten. Berechnet man die Fouriertransformiertd= [%, (k)] = %4 (X), S0 er-
halt man das sogenannte angenspektrum%, (x)j. Die Maxima im Langenspek-
trum liegen bei den langenx der periodischen Bahnen des klassischen Systems.
Sogenannte Spurformeln beschreiben den Zusammenhang zwisé&ig und den
periodischen Bahnen mathematisch [12, 13].

+C (2.13)

2.5.2 N achste-Nachbar Abstandsverteilung

Ein grundlegendes Ma #r die kurzreichweitigen Korrelationen in einem Spek-
trum ist die Nachste-Nachbar Abstandsverteilung r{earest neighbour spacing

11



distribution, NND). Ist s der Abstand zwischen zwei benachbarten und auf mitt-
leren Abstand 1 reskalierten Eigenwerten undP(s) die relative Hau gkeit, mit
der er auftritt, so wird die resultierende Verteilung &r regulare Systeme durch
die Exponential-Verteilung

Ppoiss(S) = € ° (2.14)

und fer chaotische Systeme durch die Wigner-Verteilung

Pcoe(S) = 5se 7’ (2.15)
beschrieben [6]. Charakteristisch ist dabei das Verhalten deeilen Verteilungen
fur kleine Abstandes: Wahrend Pgog (0) = 0 ist, ist Ppeiss(0) = 1, d.h. die Eigen-
werte eines chaotischen Systems sto en sich ab, wohingegen digeBwerte eines
regularen Systems g tenteils dicht beieinander liegen. Es gibt damber hinaus
auch Ma e wie die 2- und Dyson-Mehta Statistiken ( 3) fur die langreichweiti-
gen Korrelationen eines Spektrums [67].
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3 Experimente an einem zweidimensionalen di-
elektrischen Kreisbillard

Zunechst wurde das zweidimensionale dielektrische Kreisbillardngehend un-
tersucht, um einen besseren Einblick in die Eigenschaften einegnen dielek-
trischen Billards zu erhalten. Da aus [68] bekannt ist, da dieTheorie fur das
zweidimensionale dielektrische Kreisbillard in Abschnitt 2.2>akt ist, konnten so
auch Fehlerquellen identi ziert und ihre Bedeutung abgesetizt werden. Wie in
Abschnitt 2.1 skizziert, kann ein quasi-zweidimensionaler Aufloarealisiert wer-
den, indem das Dielektrikum zwischen zwei (unendlich) ausgelthte Leiterplatten
gelegt wird (siehe Abb. 3.1).

3.1 Aufbau des Billards

Das Billard besteht aus einer kreigfrmigen Scheibe aus Te on (PTFE) von
5:05 mm Hehe und einem Radius vorR = 275 mm, welche zwischen zwei qua-
dratischen Kupferplatten (Boden- und Deckplatte), jeweilss5 mm dick und mit
665 mm Seiterdnge, liegt. Abb. 3.1 zeigt die Seitenansicht des Aufbaus undei
Skizze der Deckplatte. Am Rand der Kupferplatten be nden siclacht Schrauben-
loecher, um Boden- und Deckplatte miteinander zu verschraubetm ein Absin-
ken der Platten am Rand zu vermeiden, wird um die Schrauben ten jeweils ein
5:05 mm hoher Te onring als Stitze gelegt (in der Seitenansicht nicht eingezeich-
net). Alle Antennen sind in der Nmhe des Rands der Te onscheibe angebracht,
da es sich bei den relevanten Moden des Kreisbillards umwhispering gallery
modes\ handelt [69], welche am Rand lokalisiert sind. ¥ die Antennen be n-
den sich in der Deckplatte zehn Bohrungen bei unterschiedlieh Radien (bzgl.
des Mittelpunkts der Te onscheibe / Deckplatte): Die Bohrurgen Oaf{e liegen
mit ihrem Mittelpunkt gerade au erhalb der Te onscheibe, die Bohrungen | lie-
gen oberhalb der Te onscheibe bei Radien von 260{270 mm. Inmd&ohrungen |
wurden Te on-ummantelte Antennen verwendet, die auf 5 mm al&gchnitten wur-
den, soda sie direkteber der Te onscheibe endeneghnlich wie in [66]). In den
Bohrungen O lennen auch Antennen verwendet werden, die in den Raum zwi-
schen den Kupferplatten hineinragen. Mit solchen Antennen wireine gme ere
Starke der Resonanzen in den Transmissionsspektren erreicht. DasgiéAntennen
jedoch bei der Messung der Au enfelder dem &itkerper im Weg sind, wurden die
zuvorgenannten Antennen in den Bohrungen | verwendet.
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Abb. 3.1: Seitenansicht des zweidimensionalen Aufbaus und Skizze d®eckplatte.
Die 5:05 mm dicke Te onscheibe mit Radius R = 275 mm liegt zwischen
Deck- und Bodenplatte. In der Skizze der Deckplatte ist sie & gepunkteter
Kreis eingezeichnet. Bei Deck- und Bodenplatte handelt esish um 5 mm
dicke, quadratische Kupferplatten mit Kantenl ange 665 mm. Am Rand sind
acht Schraubenbcher angebracht, um Boden- und Deckplatte miteinander
verschrauben zu lennen. In der Deckplatte sind au erdem zehn Bohrun-
gen fur Antennen. Die funf Antennen-Bohrungen O liegen bei einem Radius
von 276 mm, soda ihr Mittelpunkt gerade au erhalb der Te on scheibe ist,
die Bohrungen I1a,b bei einem Radius von 270 mm, die Bohrungel2a,b
bei einem Radius von 265 mm und die Bohrung 13a bei einem Radgivon
260 mm. Die Bohrungen #r Antennen und Schrauben sind in der Seitenan-
sicht nicht eingezeichnet.
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3.2 Messung des Brechungsindexes

Um einen genauen Vergleich mit den Berechnungen nach Glg.qRdurchfehren
zu kennen, mu der Brechungsindexn des Te ons pmzise gemessen werden.

3.2.1 Me prinzip und experimenteller Aufbau

Das Me prinzip zur Bestimmung des Brechungsindexes beruht a&uder Disper-
sionsrelation (2.5): Die Resonanzfrequenzepy; einer leeren Kaviait werden mit
denen derselben, komplett mit Te on ausgefliten Kavit at ( pree ) verglichen. Der
Brechungsindex bei der Frequenzprre ist dann gerade der Quotientn = —Lut
Die Vorteile dieser Me methode sind die direkte Zugnglichkeit der Me gro e
und die Meglichkeit der Messung dr den gesamten experimentell zwmglichen
Frequenzbereich. kir eine korrekte Messung mu natirlich sichergestellt werden,
da der Resonator auch wirklich vollsandig mit Te on ausgetillt ist. Da au er-
dem die Resonanzfrequenzen beider Messungen einander zugedrdlerden sol-
len, meissen sie auchefr hohe Frequenzen gut auesbar sein, d.h. die Zustands-
dichte mu klein genug sein. Dies wurde mit einem rechteckigeResonator mit
40:9 mm Breite, 816 mm Lange und 5 mm Hbhe realisiert. Im mit Te on gefullten
Resonator wurden 33 Resonanzen bis:5/GHz identi ziert mit einem Verh altnis
der mittleren Breite h i zum mittleren Abstand hDi der Resonanzen von

hi 1166MHz, 1
Di ~ 4569MHz 40
Ein entsprechendes Rechteck aus demrfdas dielektrische Kreisbillard verwende-

ten Te on wurde in den Resonator eingepa t. In Breite und lange pa te es exakt
hinein, und der Unterschied in der lhe betrug maximal 003 mm.

3.2.2 Auswertung und Fehleranalyse

In Abb. 3.2 ist der gemessene Brechungsindex des Te onrechteak#\bhangigkeit
der Frequenz prre dargestellt. Der Mittelwert betragt ni = 1:41907 mit einer
Standardabweichung von , = 0:00081. Eine deutliche Frequenzalsimgigkeit des
Brechungsindexes ist in Abb. 3.2 nicht zu erkennen. Daher (undizVereinfachung
der Rechnungen) wird in allen folgenden Rechnungen ein frepzunablangiger
Brechungsindex von

n=1:419

verwendet. Wahrend der statistische Fehler ,, verschwindend klein ist, gibt es
meglicherweise einen systematischen Fehler aufgrund einer infpkten Anpas-
sung des Te onrechtecks an die Kavét. Im Idealfall sind feur eine Resonanz ent-
sprechend GIg. (2.5) Lt = 5- und pree = 5 mit der Wellenzahl  als Eigen-
wert von Glg. (2.4), da in einem achen Resonator nur zweidinmsionale Moden
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Abb. 3.2: Brechungsindex des Te ons in Abhangigkeit der Frequenz. Die Datenpunk-
te streuen gleichrma ig um den Mittelwert hni = 1:41907 (waagrechte Linie),
weshalb der Brechungsindex im folgenden als frequenzunakhgig angenom-
men wird. Die Standardabweichung betegt , = 0:00081.

existieren lk®nnen. Existiert jedoch ein Luftspalteber dem Te onrechteck, so gibt
es keine zweidimensionalen Moden mehr, sondern es kommt giEomponente
k, des Wellenvektors hinzu. Dann mit man mit dieser Methode stdatdes Bre-
chungsindexes die Gre e

ft n
= —— (3.1)
PTFE 1+ K

2

Die Felder und Eigenwerte ér einen Resonator mit Luftspalt sowie die dar-
aus resultierenden Korrekturen sind in Anhang A.1 berechnet. Mden Werten
= 1:419,h = 5 mm fur die Hohe des Te onrechtecks unda = 0:03 mm
fur die Hohe des Luftspalts erkhlt man nach Glg. (A.6) n = 1:423. Der syste-
matische Fehler aufgrund eines etwaigen Luftspalts wird dahenit n = 0:004
abgeschtzt.

3.3 Gemessenes Frequenzspektrum
In Abb. 3.3 ist ein Ausschnitt des Frequenzspektrums des zweidinsanalen di-

elektrischen Kreisbillards dargestellt. Es weist eine deuthe Struktur aus fast
aquidistanten Resonanzen auf, die anfangs mit der Frequenz sailer und heher
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Abb. 3.3: Frequenzspektrum des zweidimensionalen dielektrischen r€isbillards, ge-
messen mit Antennen in 11a und I1b. Au allig sind die (fast) aquidistan-
ten Resonanzen, diedr kleine Frequenzen noch breit und niedrig sind, um
dann schmaler und teher zu werden. Im unteren Teil ist der Bereich von
5:5{9:5 GHz vergre ert dargestellt. Man kann erkennen, da ab 6:5 GHz
eine weitere Reihe von ebenfalls fasaquidistanten, aber weniger hohen Re-
sonanzen hinzukommt, und ab 8 GHz noch eine dritte Reihe. Auch die
Resonanzen dieser beiden Reihen werden mit der Zeit schmalend heher.

werden. Im vergme erten Ausschnitt ist ab etwa 6.5 GHz eine weitere Reihe von
breiteren, weniger hohen Resonanzen erkennbar, die ebdsfdhst aquidistant
sind, und ab 85 GHz eine dritte, zurachst noch niedrigere Abfolge. Auch die
Resonanzen dieser beiden Reihen werden mit steigender Frequechmaler und
heher. Bei noch mheren Frequenzen kommt schlie lich noch eine vierte Reihe
hinzu. Insgesamt erinnert das Spektrum an das eines mehrdinseanalen harmo-
nischen Oszillators. Um diese Struktur zu verstehen, wird im folgden Abschnitt
die Quantisierungsbedingung (2.9) @her untersucht. In Abschnitt 3.5 wird dann
noch die Messung der Wellenfelder diskutiert, mit deren Hilfe diQuantenzahlen
der Resonanzen identi ziert werden konnten.

3.4 Berechnetes Frequenzspektrum
3.4.1 Struktur der Wellenfunktionen
Um die Lesungen der Quantisierungsbedingung (2.9) besser zu verstehemdw

im folgenden die Helmholtz-Gleichung in eine Sobdinger-Gleichung mit einem
einfachen Potential umformuliert. Die skalare Helmholtz-Glichung (2.4) lautet
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Abb. 3.4: Fur ein dielektrisches Kreishillard mit R = 275 mm und Brechungsindex
n =1:419 sind zur azimuthalen Quantenzahlm = 30 die Wellenfunktionen
(j jin a.u., durchgezogene Linie) é@r die radialen Quantenzahlenn, = 1{4
zusammen mit dem e ektiven Potential Ve (gestrichelte Linie) in Abhan-
gigkeit des Radiusr dargestellt. Die gepunktete Linie bei Rek?) gibt das
Null-Niveau von an. Je h eher die radiale Quantenzahin;, ist, desto naher
liegt der Realteil Re(k?) des Eigenwerts an der Spitze der Potentialbarriere
beiVe (R) = Q—j, und desto geringer ist die Gute Q. EUbersteigt die Frequenz
bzw. Wellenzahl den entsprechenden Werki; = %, so verschlechtert sich
die Geute stark.

fur das zweidimensionale dielektrische Kreisbillard

@ 1@, m? 1 22 (1).
[ 1@4 m? 2) — 2 (2.
o7 F_r+ o @ = k2 @:

Mit der Abk erzung | = @ + 1@ yann dies in eine Schadinger-Gleichung
[ +Ve ()] = K (3.2)
mit dem energieablangigen e ektiven Potential
m’ k*n® 1) : r<R
m?

Ve (r) =
e (1) m - r>R

(3.3)
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umgeschrieben werden [31, 70]. Der Terri%?zE ist die Drehimpulsbarriere. Wie
der energieablhngige Termk?(n®> 1) zeigt, stellt ein heherer Brechungsindex
ein attraktives Potential dar. Aufgrund dieses energieal®#ngigen Terms existiert
bei dielektrischen Resonatoren keine exakte Analogie mehr zardSchedinger-

Gleichung der Quantenmechanik [31, 71]. In Abb. 3.4 sindif ein dielektrisches
Kreisbillard mit Radius R = 275 mm und Brechungsindexn = 1:419 #r die

azimuthale Quantenzahim = 30 die Wellenfunktionen mit den radialen Quanten-
zahlenn, = 1{4 zusammen mit dem e ektiven Potential V. dargestellt. Je raher

der Eigenwertk? an der Spitze der Potentialbarriere beV, (R) = g—j liegt, desto

heher sind die Strahlungsverluste bzw. ist die Breite und desto sehter ist die

Gute, da die Wellenfunktion sw@rker durch die Potentialbarriere tunnelt. Ist der

Eigenwert k? > Vi = ?;—;, alsok > ki = §, so sind die Strahlungsverluste
besonders hoch [30]. Aus der asymptotischen Enwicklung der Qtiarerungsbe-
dingung (2.9) ertalt man, da die Breiten fur k! 1 gegen den Grenzwert

; — 1 n+1 — . 1 rad — .
kIlllm Im(k) = R In i 2:24m ) =213:9 MHz

streben [70], unablngig von der azimuthalen Quantenzahin. Weil der Eigen-
wert k? in einem Bereich des Billards grer als das Potential V. (r) sein
mu, damit eine Eigenmode existieren kann, emit man aus der Bedingung
k2., = Ve (R;Kmin) die minimale WellenzahlKq, = —&, ab der dies neglich ist.

An den radialen Verteilungen vony j in Abb. 3.4 erkennt man au erdem, da das
Maximum der Mode mit radialer Quantenzahin, = 1 im lokalen Minimum des
Potentials und somit am Rand des Billards lokalisiert ist und d&@ Wellenfunktio-
nen der lbheren Moden zunehmend auch Anteile weiter im Inneren habdbieses
Verhalten resultiert aus dem Anteil der Drehimpulsbarriere inVe und lat sich

gut mber (nicht unbedingt periodische) Bahnen im dielektrischeKreisbillard er-

klaren.

In Abb. 3.5 sind die Dreiecks- und die Zehnecks-Bahn als zwei Baedp fer pe-
riodische Bahnen dargestellt. Die Dreiecks-Bahn verliert bgder Re exion Ener-
gie, da ihr Einfallswinkel = 36 auf die Berandung kleiner als der Winkel

kit = arcsin % " 447 fur innere Totalre exion ist. Semiklassisch kann je-

der Mode ein Einfallswinkel

(k; m) = arcsin kR
zugeordnet werden [70,72], der die Eigenschaften der Modeligativ beschreibt.
Fur konstantes m sinkt der Einfallswinkel mit zunehmender radialer Quan-
tenzahl n, bzw. Wellenzahlk, daher geht ein ge erer Anteil der Energie ver-
loren. Mit  sinkt auch der RadiusL = Rsin( ) der Kaustik, und die ent-
sprechende Wellenfunktion hat einen nichtverschwindendererag weiter im In-
neren des Billards, wie Abb. 3.4 zeigt. & konstante radiale Quantenzahin,
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Abb. 3.5: Dreiecks- und Zehnecks-Bahn im dielektrischen Kreisbillag. Da der Einfalls-
winkel =36 furdie Dreiecks-Bahn kleiner als der Winkel it ' 447 fur
innere Totalre exion ist, wird ein Teil der Energie nach au en abgestrahlt.
Die Kaustik (gepunkteter Kreis) hat einen Radius von L = Rsin( ). Die
Zehnecks-Bahn dagegen hat einen Einfallswinkel> i . Wie die gepunk-
teten Pfeile andeuten hat aber auch sie Strahlungsverlusteda es an ge-
kremmten Ober achen keine wirkliche Totalre exion mehr gibt [72], diese
sind jedoch ungleich geringer.

steigt der Einfallswinkel bzw. der RadiusL der Kaustik mit der azimuthalen
(Drehimpuls-) Quantenzahlm an, weshalb ®here Moden weiter au en lokalisiert
sind und eine bessere @e haben. So wird auch die Bedeutung vokyi; und Kpin
Klar, da (Kkit) = it und (Kmin) =90 ist: Ein Einfallswinkel > 90 macht
keinen Sinn, daher gibt es nur Moden mik > K nip, und ist kK < Ky, so wird
die Strahlung durch innere Totalre exion im Billard konservert, wie z.B. bei der
Zehnecks-Bahn in Abb. 3.5. Tatachlich weisen auch diese Moden Strahlungsver-
luste auf, da an gekammten Ober achen Modi kationen der Fresnel-Koe zienten
auftreten [72]. Es besteht somit eine emp ndliche Abdingigkeit der Strahlungs-
verluste bzw. Giuten von . Folglich sind nur fur Wellenzahlenkpin < k < K it
Moden mit hoher Gute zu erwarten. Bei diesen handelt es sich um sogenannte
.Whispering gallery modes\ [34,69, 73].

3.4.2 Guten und Struktur des Frequenzspektrums

In Abb. 3.6 sind fur ein dielektrisches Kreisbillard mit RadiusR = 275 mm
und Brechungsindexn = 1:419 die theoretisch berechneten éen Q gema
Glgn. (2.9, 2.10) dargestellt. DerWbersichtlichkeit halber sind nur Moden mit
radialen Quantenzahlemn, = 1{4 und mit Q 100 eingezeichnet. & festesn,
sind die Moden nach wachsender azimuthaler Quantenzatl geordnet, und die
Guten steigen mit der Frequenz bzw. mit m beinahe exponentiell an. Wie zu
erwarten nimmt die Gete bei gleicher Frequenz oder azimuthaler Quantenzahl
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Abb. 3.6: Theoretisch berechnete Giten Q in Abhanigkeit der Frequenz #ir ein
dielektrisches Kreishillard mit Radius R =275 mm und Brechungsindex
n=121:419. Fareinn, ( :n, =1, :n, =2, + n, =3, :n, =4)sind die
Moden der azimuthalen Quantenzahl nach geordnet, und die &ten nehmen
mit m bzw. der Frequenz fast exponentiell zu (die erste und letztéVlode ist
jeweils mit ihrer azimuthalen Quantenzahl beschriftet). Mit zunehmender
radialer Quantenzahl dagegen nimmt die Gute ab. Eigenmoden mitn, > 4
oderQ < 100 wurden zur besseretbersicht in der Darstellung ausgelassen.

mit der radialen Quantenzahin, ab. Diese Grundstruktur des Spektrums zeigt
sich auch in den experimentellen Daten (siehe Abschnitt 3.6).

Die Moden mit gleichemn, liegen fastaquidistant; tatsechlich nimmt der Ab-
stand zwischen zwei Moden mit der Frequenz ein wenig ab. Diesesrhalten la t
sich fur n, = 1 gut durch Glg. (B.2) beschreiben. Beim = 50 ergibt sich aus
Glg. (B.2) m+1a m1 1274 MHz, was dem tat&chlich beobachteten Ab-
standen der Eigenmoden von 125{135 MHz gut entspricht. An Glg. (B) erkennt
man auch, da die Resonanzfrequenzen mit kleiner werdendemeBhungsindexn
steigen. Gleichzeitig sinken die &en, da die Hohe (0>  1)k? der Potentialbar-
riere abnimmt, bis sie bein = 1 verschwindet. Far n ! 1 dagegen ergibt sich
der Grenzfall eines geschlossenen Kreisbillards mit homoger¢aumann'schen
Randbedingungen, da dann die Quantisierungsbedingung (2i®) J%,(nkR) = 0
ebergeht. Insbesondere werden dann die Eigenwerkerein reell, da es keine
Strahlungsverluste mehr gibt.
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3.5 Wellenfeld-Messungen und Bestimmung von Quan-
tenzahlen

Die Wellenfelder des Billards wurden mit dem in Abschnitt 2.4 bschriebenen
Aufbau gemessen, um die Quantenzahlemn(n,) der einzelnen Resonanzen zu
bestimmen. Da die Te onscheibe zwischen den beiden Kupferpian liegt, kann
mit der Sterkerper-Methode nur das Feld au erhalb der Te onscheibe vernssen
werden. Als Serkerper wurde ein magnetischer Zylinder (aus NdFeB) mit bhe

h =3 mm und Durchmesserd = 3 mm verwendet. Die Wellenfelder wurden mit
einer Au esung von 25 mm gemessen, was angesichts dereGr des Serkerpers
die maximal sinnvolle Au esung ist. Entsprechend wurden in einer Messung von
etwa 11 h Dauer @ir 30 Resonanzen jeweils 18814 Datenpunkte aufgenommen.
In Abb. 3.7 ist das Wellenfeld der Resonanz bei 321 GHz mit den Quanten-
zahlenm = 74 und n, = 3 abgebildet. Ein storender E ekt ist der Tempera-
turdrift: Selbst im Thermostat variiert die Temperatur um einige Q1 C, was zu
einer Verschiebung der Resonanzfrequenz und dadurch zu eingersatz in
fuhrt, welcher analytisch korrigiert wird [41]. Dies gelingtnicht perfekt, sondern

Intensity

Abb. 3.7: Gemessenes Wellenfeld der Resonanz bei:221 GHz (nur Au enfeld). Auf-
getragen ist die Intensitat/Phasenverschiebung in Abhangigkeit des Ortes
(siehe Farbskala). Der vermessene Bereich ist 58 cm breit und 580 cm
hoch, nur der Bereich innerhalb der Te onscheibe konnte nitit vermessen
werden. Alle Wellenbauche sind klar erkennbar und man kann somit die
Quantenzahlenm = 74 und n, = 3 gut bestimmen.
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fuhrt zu den in Abb. 3.7 erkennbaren leichten Fluktuationen wo Untergrund und
Amplitude.

Die azimuthale Quantenzahl einer Resonanz wird im Wesentlieh durch Abah-
len der Wellentmuche (d.h. Bereiche mit hoher Intensét) in azimuthaler Rich-
tung bestimmt. Da j mn,(r;' )j2/ cog(m' ) = Z[1+sin(2m' )] ist, hat das
Wellenfeld 2m Wellenbauche. Bei der Auswertung der Wellenfelder zeigt sich wie
in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, da die Resonanzfrequenzenui(ffestesn,) mit

m steigen. Dieser Umstand erlaubt auch die Identi zierung von Resanzen, de-
ren Wellenfeld nur undeutlich vermessen werden konnte und eeglicht es, die
Konsistenz der Auswertung der Quantenzahlen zuberprefen. Eine direkte Be-
stimmung der radialen Quantenzahin, ist nicht meglich, da die Struktur der
Au enfelder keinen Reickschlu auf n, erlaubt. Daher wird die radiale Quanten-
zahl durch Vergleich der Sarke der Resonanz mit der der umgebenden Resonanzen
im Frequenzspektrum (siehe Abb. 3.8) und deren Quantenzahleedtimmt.

3.6 Analyse des gemessenen Frequenzspektrums
3.6.1 Quantenzahlen und G wten

In Abb. 3.8 ist der Ausschnitt von 62{7:8 GHz des Frequenzspektrums aus
Abb. 3.3 dargestellt. Zu jeder Resonanz sind die Quantenzahlem;(n,) ange-
geben, die anhand der Wellenfelder identi ziert wurden. W& nach Abschnitt 3.4
zu erwarten, handelt es sich bei dengthsten und schmalsten Resonanzen um jene
mit radialer Quantenzahln, = 1, und diese sind nach der azimuthalen Quanten-
zahlm geordnet. Ab 85 GHz sind au erdem etwas breitere Resonanzen nmt = 2
zu sehen und ab B GHz nochmals breitere Resonanzen mit. = 3, auch jeweils
nachm geordnet. Nur bei freheren Frequenzen gibt es einige Resonanzen, die man
aufgrund ihrer Quantenzahlen bei einer anderen Frequenanaxrten weirde. Diese
Ausrei er sind wahrscheinlich auf Ungenauigkeiten und $tungen im experimen-
tellen Aufbau zureckzufehren.

Deutlich erkennbar ist der erwartete Unterschied in den eten bzw. Stwrken der
Resonanzensfr die verschiedenen radialen Quantenzahlen. Die gemessenenc@
sind in Abb. 3.9 fur Frequenzen von 2{21 GHz dargestellt: \Whrend die Guten
Q im Bereich von 2{6 GHz ahnlich wie nach der Theorie zu erwartet steigen
(siehe Abb. 3.6), gehen sie danach bei einem Wert von 2000{4060Ceine Stti-
gung eber, statt wie in Abb. 3.6 weiter exponentiell anzusteigen. Bs liegt am
Beitrag der Partialbreiten 2P der Antennen und der Ohm'schen Verluste zu
den Gesamtbreiten , welche Werte im Bereich von 4{10 MHz annehen. Wah-
rend also die Strahlungsverluste im unteren Frequenzbereicbrdinieren, werden
die Guten bzw. Breiten im oberen Frequenzbereich vor allem von né®hm'schen
Verlusten in den Kupferplatten und den Verlusten an den Antenrne bestimmt,
dadort @1 0 geht. Im Bereich um 7 GHz und im Bereich um 9 GHz nehmen

23



7.0
Frequency (GHz)

Abb. 3.8: Ausschnitt von 6:2{7:8 GHz eines gemessenen Frequenzspektrums. Es sind

die Quantenzahlen fn; n,) eingetragen. Wie aus der Theorie in Abschnitt 3.4
Zu erwarten, haben die sarksten Resonanzen radiale Quantenzahh, = 1.
Des weiteren gibt es ab & GHz breitere, schwachere Resonanzen mih, =2
und nochmals breitere Resonanzen mih, = 3 ab 7:3 GHz. Fur festesn, neh-
men die Resonanzfrequenzen erwartungsgaemmit der azimuthalen Quan-
tenzahl m zu. An den Flanken der Resonanzen mit Quantenzahlen (44)
und (47; 1) deuten sich noch Resonanzen mih, = 2 an, deren Wellenfelder
aber nicht gemessen werden konnten.

101 ! ! ! !
5 10 15 20
Frequency (GHz)

Abb. 3.9: Gemessene @ten in Abheangigkeit der Frequenz. Im Bereich von 2{6 GHz
steigen die Guten von einigen hundert auf etwa 2000 an, um bei Werten
zwischen 2000 und 4000 ( =4 10 MHz) in eine Sattigung eberzugehen.
Die beiden Auskufer unterhalb des Plateaus um 7 GHz und um 9 GHz
herum stammen von Resonanzen mit radialen Quantenzahlem, = 2 und
n, =3.
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einige Guten Werte unterhalb des Plateaus an. Sieehren von den Resonanzen
mit n, = 2 und n, = 3 her, welche ebenfalls die oben beschriebene Wandlung
durchlaufen. Alles in allem stimmt die Struktur des gemessenemp&ktrums somit
gualitativ gut mit der in Abschnitt 3.4 beschriebenen theorescheneberein. Ein
quantitativer Vergleich der Resonanzfrequenzen folgt imehsten Abschnitt.

3.6.2 Gemessene und berechnete Resonanzfrequenzen

Mit Hilfe der Messungen der Wellenfelder konnten insgesamt 275 $d@manzen im
Bereich von 23{17:9 GHz mit Quantenzahlenm = 16{137 und n, = 1{4 ein-
deutig identi ziert werden. In Abb. 3.10 ist die Di erenz = exp theo ZWi-
schen den gemessenen und den theoretisch berechneten Frequedaegestellt.
Die Frequenzen e, Wurden numerisch aus Glg. (2.9) mit dem gemessenen Bre-
chungsindexn = 1:419 und RadiusR = 275 mm berechnet. Generell zeigt sich

120

theo (M HZ)

exp

40 ‘ ‘
2 6 10 14 18
theo (G HZ)

Abb. 3.10: Vergleich von gemessenen und theoretisch berechneten Resmzfrequen-
zen. Die Di erenz zwischen gemessenen §y,) und theoretisch berech-
neten Frequenzen (yheo) iSt Bber o aufgetragen. Die Daten weichen sys-
tematisch von der Vorhersage ab und liegenefr jede radiale Quantenzahl in
etwa auf einer Gerade (:n; =1, :n, =2,+ n, =3und :n; =4). Die
kleinen Zahlen kennzeichnen jeweils die azimuthale Quanteahl m einiger
Resonanzen.
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eine deutliche und systematische Abweichung von der Vorhersageit wenigen
Ausnahmen liegen alle Datenpunkte 20{100 MHmber den berechneten Werten.
Demgegember betragt der Abstand zwischen zwei Resonanzen mit gleichem
etwa' 120{135 MHz. Es fallen mehrere Merkmale auf: Bis auf die zuverwahn-
ten Ausrei er liegen die Punkte #ir ein n, jeweils anrehernd auf einer Gerade,
die Abweichungen steigen mit der Frequenz an und sie singr fheheren, gre er.
Diese Abweichungen &nnen durch einen Luftspalt zwischen Te onscheibe und
Kupferplatte erklart werden, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

3.6.3 Analyse der Wirkung des Luftspalts

Die Bodenplatte des Resonators liegt nur an den Seiten auf ddRahmengestell
auf (siehe Abb. 2.2). Luftspalte zwischen der Te onscheibe und de&upferplat-
ten entstehen, weil die Bodenplatte sich srker durchbiegt als die Te onscheibe.
Um einen Eindruck von Form und Ge e des Luftspalts zu erhalten, wurde die-
ser an dem in Abb. 3.11 (nicht ma stabsgetreu) dargestellten Aufhavermessen.
Die Te onscheibe liegt zwischen den beiden Kupferplatten, Wwahe an zwei Seiten
auf Tragern aufliegen. Dies ist anders als bei den Messungen der Fesqspek-
tren und Wellenfelder, bei denen die Bodenplatte an drei $en auflag. An dem
Aufbau aus Abb. 3.11 wurden nun an der Vorderseite jeweils die d&e der Kup-
ferplatten (d; und d;) gemessen und die bhe hyes des gesamten Aufbaus. Aus

Support
|
w | il | Copper plate 1]
o d Te on disc )
dof | Copper plate |
! 550 mm -
665 mm '
I | | X
0 575cm 60:75 cm

Abb. 3.11: Schematische Seitenansicht des Aufbaus. Die Te onscheibleegt zwischen
den beiden Kupferplatten, wobei die Deckplatte am Rand durt die
(Te on-) St utzen gehalten wird. Die Bodenplatte liegt an zwei Seiten afi
Tragern auf. Aus Darstellungsgeinden ist die Zeichnung nicht ma stabs-
getreu und die Schrauben sowie die Antennenbohrungen in dddeckplatte
wurden weggelassen. Die Dicke der Kupferplatten ist; und d,, d der Ab-
stand der Kupferplatten zueinander und hges die Hohe von Kupferplatten
und Te onscheibe zusammen. Die Kemmung aufgrund des Eigengewichts
der Komponenten und die daraus resultierenden Luftspalte ind nicht dar-
gestellt.
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Abb. 3.12: Me ergebnisse zur Absclatzung des Luftspalts. Am Aufbau in Abb. 3.11
wurden jeweils die Gesamt®he hges (0berer Graph) und die Dicken dy.»
der beiden Kupferplatten (mittlerer Graph) in Abh angigkeit des Ortesx
gemessen. Arhges Wurde eine Parabel zweiten Grades angepa t (durchge-
zogene Linie) und #&r d; () und d» () jeweils eine Ausgleichgerade be-
stimmt (gestrichelte und gepunktete Linien). Aus der Di er enz (der ange-
paten Kurven) wurde der Abstand d der beiden Kupferplatten berechnet
(unterer Graph). Die gestrichelte Linie im untersten Graph verbindet die
Punkte am Rand der Te onscheibe (fur einen Querschnitt in der Mitte des
Aufbaus) bei x =5:75 cm und x = 60:75 cm. Die Dierenz zwischen der
Parabel und der gestrichelten Linie ist dann gerade der Lufspalt, welcher
in der Mitte knapp 0:3 mm hoch ist.

der Dierenz ergibt sich der Abstandd = hgs d; dy zwischen den Kupfer-
platten in Abhangigkeit des Ortesx. Die Me ergebnisse sind in Abb. 3.12 darge-
stellt: An die Gesamthphe hyes Wurde eine Parabel zweiten Grades angepat und
an d; und d, jeweils eine Ausgleichsgerade. Der Me fehleurf alle Datenpunkte
hges d1;2 betragt etwa @05 mm. Aus der Di erenz der angepa ten Kurven wurded
berechnet. Die gestrichelte Linie im untersten Graph verbiret die beiden Punk-
te bei x =5:75 cm und 6075 cm, wo sich der Rand der Te onscheibe be ndet:
Wenn man davon ausgeht, da dort die Kupferplatten und die Teonscheibe direkt
aufliegen, ergibt sich aus der Di erenz zwischen der Parabehd der gestrichelter
Linie gerade die Hhe a(x) des Luftspalts, welche an der échsten Stelle knapp
0:3 mm betragt. Da der Wert von d bei x =5:75 cm mit etwa 48 mm weniger
als die Hohe der Te onscheibe vorh = (5:05 0:05) mm betragt, la t sich zum
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einen mit der Aufsummierung der verschiedenen Me fehler zud = 0:09 mm und
zum anderen mit der Elastiziat des Te ons erklaren, welches unter dem Gewicht
der Deckplatte zusammengedickt wird. Wie schon erwahnt ist zu beachten, da
die Messung des Luftspalts nicht an demselben Aufbau durchgkft wurde, an
dem die im vorigen Abschnitt vorgestellten Frequenzspektren dnWellenfelder
gemessen wurde, da sich der Einu des Luftspalts auf die Me erpaisse erst
wahrend der Auswertung der Daten herausstellte. Die Daten in Abb..B3 sind
daher nicht als exakte Messung zu verstehen, sondern geben naeaiHinweis auf
die Gre enordnung von 025{0:3 mm des anmhernd parabeldrmigen Luftspalts.

Der Luftspalt am Aufbau fer die Messungen von Frequenzspektren und Wellenfel-
dern lat sich aus den Abweichungen zwischen gemessenen und berechneten
Resonanzfrequenzen wie folgt bestimmen: Der Einu eines Ligpalts auf die
Resonanzfrequenz wird durch Glg. (A.4) beschrieben. Man kanmsiden gemes-
senen Frequenzene, = (a > 0) und den theoretisch berechneten Frequenzen

01
(52;3)
007 ./ 9
=
E
©
0:04 (123: 1)
001530 240 250 260 270
r (mm)

Abb. 3.13: Luftspalth ehe a in Abhangigkeit des Radiusr. Aus den Abweichungen
zwischen ey, und eo wurde fur jede Resonanz einzeln die Bhe a des
Luftspalts nach Glg. (3.4) berechnet und mber dem Radiusr der Loka-
lisierung der Resonanz gem Glg. (3.5) aufgetragen. Die durchgezogene
Linie ist eine zu r = 0 symmetrische Parabel zweiten Gradesa; (r), die
an die Datenpunkte angepat wurde. Um eine sinnvolle Anpassng zu er-
reichen, wurden einige Ausrei er (im Vgl. zu Abb. 3.10) wegglassen. Bei
einigen Resonanzen sind die Quantenzahlemr(; n,) angegeben ( : n, =1,
‘ne=2,+ n,=3und :n; =4).
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theo = (@ =0) die Hehe des Luftspalts

h
a= 12 1) +1 (3.4)

ausrechnen, die die gemessene Frequenzabweichungerklart. Die Hehe der Tef-
lonscheibe betagt hierh = 5:05 mm und der Brechungsindex ish = 1:419. Wah-
rend Glg. (A.4) von einem homogenen Luftspalt ausgeht, ist dieetie des Luft-
spalts tatsachlich vom Ort abhangig. Neherungsweise ist sie konstanef einen
festen Abstand vom Mittelpunkt der Kreisscheibe, also bei gegeben Radiusr.
Nun sind die Wellenfunktionen (insbesondere mih, = 1) sehr stark am Rand
lokalisiert (siehe Abb. 3.4). Daher kann man annehmen, da die éhe des Luft-
spalts am Radius ihrer Lokalisierung entscheidend ist. Wenn maten Radius der
Lokalisierung eber R
o mn, (r9j2rdr®
o1 mn, (r9j2dro
de niert, erhalt man fur jede Resonanz die Luftspaltbthea und den Radiusr ihrer
Lokalisierung, also die Luftspaltlmhea(r) in Abhangigkeit des Radius. Dies ist in
Abb. 3.13 dargestellt: Fur knapp 250 Resonanzen ist jeweils die nach Glg. (3.4) be-
rechnete Hbhea des Luftspaltseber dem gema Glg. (3.5) (aus den theoretischen
Wellenfunktionen .,,) berechneten Radiug aufgetragen. Wie zu erwarten ist
der Radius #Ir gre ere n, geringer und steigt mitm an. An diese Datenpunkte
wurde eine zur = 0 symmetrische Parabel zweiten Gradea; (r) angepat. Um
eine sinnvolle Anpassung berechnen z@hknen, wurde eine Reihe von Ausrei ern
aus Abb. 3.10 weggelassen. Aus der resultierenden Anpassangr) erhalt man

r= (3.5)

a; (0)=0:28mm und a;(R)=0:02mm

Dieses Resultat stimmt mit der oben gemachten Annahme, da die Kierplat-
te am Rand exakt au iegt, gut mberein und liefert ®r die maximale Hohe des
Luftspalts einen Wert, der unterhalb der oben abgeseitzten Luftspalthehe liegt.
Tatsachlich unterschatzt Glg. (3.4) die Hohe a des Luftspalts ein wenig, aber die
Neherung stimmt in dem hier betrachteten Wertebereich noch selgut.

Aus der angepaten Kurvea, (r) und den theoretischen Frequenzenge, Wur-
den uber Glg. (A.4) die entsprechenden korrigierten Frequenzerf%{ berechnet.
Mittelwert und Standardabweichung der Dierenz = = ¢ t'fgg zwischen ge-
messenen (ep) Und angepa ten Resonanzfrequenzerf! betragen

h i=0:116 MHz und =1:689 MHz

Die gemessenen Abweichungermknen also vollsandig durch den Luftspalt zwi-
schen Te onscheibe und Kupferplatten erldrt werden. Dazu mu te lediglich die
symmetrische Parabeh; berechnet werden (zwei z#gzliche Parameter), welche
in Form und Gre e gut mit dem gemessenen Luftspalibereinstimmt. Obwohl die

29



tatsachliche G e des Luftspalts an dem Aufbau, an dem Frequenzspektren und
Wellenfelder gemessen wurden, nicht genau bekannt ist, kanrotzedem von einer
guten Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment gesprochen raeen.
Dies besttigt sich auch dadurch, da a; (r) nur geringfugig von den Unsicherhei-
ten n, Rund h der experimentellen Parameter abéngt.

3.6.4 Re exionen an den o enen Enden der Kupferplatten

An dem Ubergang, an dem die Kupferplatten aufaren und der freie Raum be-
ginnt, wird aufgrund der dortigen Randbedingungen ein Teiber abgestrahlten
Leistung zurck in den Resonator re ektiert, wahrend in der Theorie die auslau-
fende Welle ungedirt propagiert und es keine einlaufende Welle gibt [36]. Um
den E ekt der Re exionen abzuschltzen und von den durch Luftspalte indu-
zierten Anderungen der Resonanzfrequenzen zu unterscheiden, wurderstiein
Frequenzspektrum eines Aufbaus ohne Absorbermaterial aufgemoen, dann Ab-
sorbermaterial (Schaumsto material,C-RAM AR\, [74]) ca. 1 cm tief zwischen
die Kupferplatten gestopft und ein weiteres Frequenzspektnu aufgenommen. In
Abb. 3.14 ist ein Vergleich der Resonanzfrequenzen mit.f;) und ohne ( onne)
Absorbermaterial dargestellt. Zumchst einmal ist festzuhalten, da it >  onne
ist, d.h. die Re exionen an den o enen Enden#hren zu einer Absenkung der

Resonanzfrequenzen. Der E ekt betigt etwa = 0:58%  ; und ist ins-
12
/'\T >Z<X><>< X
ol
g 8r o *SKM%*
f—” g R % X
2 P
£ e
47 Wys?& M&“ﬁx&wx x
T
- - %%)Z«XX»% %
g T X
X>$<
I o )
4 | |
2 8 14 20

mit (G HZ)

Abb. 3.14: Unterschied der Resonanzfrequenzen des Aufbaus mit und ohne Absor-
bermaterial. Die Resonanzfrequenzen mit Absorber sind umis zu 10 MHz

heher und der Unterschied betegt etwa = 0:5442 ;.
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gesamt relativ schwach (maximal 10 MHz bei einer Frequenz von Z&Hz) im
Vergleich mit dem E ekt des Luftspalts (bis zu 50{80 MHz bei 18 Gz, siehe
Abb. 3.10). Au er der Verschiebung der Resonanzfrequenzen sinditke Vemnde-
rungen im Spektrum zu erkennen. Insbesondere die Breiten und Aftuden der
Resonanzen sindefr beide Spektren mit und ohne Absorbermaterial weitestge-
hend identisch. Insgesamt kann der Ein u der Re exionen dahegegember den
Sterungen durch Luftspalte als zweitrangig betrachtet werderAllerdings sind die
hier angegebenen Werte nur als ®renordnung zu verstehen, da die $ttzen bzw.
Schrauben an den Bndern nicht abgeschirmt wurden. Es sind weitere Messungen
mit einem optimierten Aufbau fur eine genauere Quanti zierung notwendig.

3.7 Spektrale Statistik des dielektrischen Kreisbillards

3.7.1 N achste-Nachbar Abstandsverteilung

Da ein Kreis ein regulres System darstellt, wird erwartet, da die Statistik der Re-
sonanzfrequenzen des hier untersuchte dielektrische Kreitll mit der Poisson-

P (s9ds?
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Abb. 3.15: Integrierte NND f ur das dielektrische Kreisbillard. Die experimentellen Da
ten (durchgezogene Linie) bestehen aus einem Satz von 445 ®manzen
im Bereich von 23{21 GHz. Die gepunktete Linie entspricht der Wigner-
Verteilung Pgoe (S) und die gestrichelte Linie der Exponential-Verteilung
Ppoiss(S). Die Datenpunkte zeigen mit keiner der beiden Theoriekunen
eine YUbereinstimmung, sondern liegen zwischen den beiden Kurve Ins-
besondere #r kleine Abstande s liegen die Daten deutlich unterhalb der
Exponential-Verteilung.
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Abb. 3.16: Theoretisch berechnete integrierte NND #ir das dielektrische Kreisbillard.
Die numerischen Daten (durchgezogene Linie) bestehen aumem vollstan-
digen Satz von 3694 Eigenwerten, dieefr ein dielektrisches Kreisbillard mit
R =275 mm und n = 1:419 berechnet wurden. Es zeigt sich eine sehr gute
Ubereinstimmung mit der Exponentialverteilung (gestrichelte Linie). Die
integrierte Wigner-Verteilung ist als gepunktete Linie eingezeichnet.

Statistik mbereinstimmt. Fer das geschlossene Kreisbillard konnte dies in theo-
retischen Berechnungen nachgewiesen werden [75]. In dem inereln Teil von
Abb. 3.3 gezeigten Frequenzspektrum wurden im Bereich vor321 GHz insge-
samt 445 Resonanzen identi ziert und ihre Frequenzen mit Hilfdes Programms

. gwigner 1 [54] bestimmt. Unterhalb von 2:3 GHz waren keine deutlichen Reso-
nanzen zu identi zieren und ab ,p ' 2114 GHz beginnt der dreidimensionale
Bereich. Obwohl #ir das dielektrische Kreisbillard keine Weyl-Formel bekanrist,
wurde der Einfachheit halber und in Anlehnung an Glg. (2.13)iee Parabel zwei-
ten Grades #r Nwey ( ) an die integrierte ZustandsdichteN () angepat. Die
integrierte NND (fP(s(bdsOfur diese Resonanzen ist in Abb. 3.15 zusammen mit
der Exponential-Verteilung Ppoiss(S) und der Wigner-Verteilung Pgoe (S) darge-
stellt. Die Daten stimmen weder mit der einen, noch mit der anden Theorie-
kurve uberein, sondern liegen dazwischen. Insbesondere kleine Abske s sind
deutlich seltener als nach der Poisson-Statistik erwartet. Eeerste Erkarung da-
fur ist, da gerade fast entartete Resonanzen, d.h. Resonanzftespzen mit klei-
nen Abstwnden, im Frequenzspektrum nur schwer voneinander zu trennemd,
und daher mberproportional hau g fehlen. Ein Vergleich mit theoretischen Be-
rechnungen gem Glg. (2.9) mit n = 1:419 zeigt, da tatsachlich ein Gro teil
der vorhandenen Resonanzen im Frequenzspektrum nicht identert wurde: Im

32



Nu ()

\M\J .

6 9
Frequency (GHz)

Abb. 3.17: Fluktuierender Anteil der integrierten Zustandsdichte fur ein Teilspektrum
zwischen 23 und 10 GHz mit 100 Resonanzen. Es wurden nur klar identi-
zierte Resonanzen mit radialen Quantenzahlenn, = 1{3 ber eccksichtigt.
Im Bereich bis 6.3 GHz wurden nur Resonanzen mitn, = 1 identi ziert.
Ab 6:3 GHz konnten auch Resonanzen min, = 2 berwucksichtigt werden;
die Kurve knickt daher ab. Ab 8:4 GHz schlie lich kommen noch Reso-
nanzen mit n, = 3 hinzu, was den zweiten Knick in der Kurve verursacht.
Insgesamt besteht das Spektrum also in verschiedenen Freguzbereichen
aus ein bis drei (fast) aquidistanten Subspektren.

% 1 2 3

Level spacings

Abb. 3.18: Integrierte NND fur das Teilspektrum aus Abb. 3.17. Die durchgezogene
Linie entspricht den experimentellen Daten von 100 Resonaren mit radia-
len Quantenzahlenn, = 1{3 im Bereich von 2:3{10 GHz. Wie in Abb. 3.15
entspricht die gepunktete Linie der Wigner-Verteilung Pgog (S) und die ge-
strichelte Linie der Exponential-Verteilung Ppgiss(S). Die Daten zeigen eher
eineYUbereinstimmung mit der GOE-Statistik als mit der Poisson-Statistik.

33



Bereich von 23{21 GHz wurden 3694 Eigenfrequenzen berechnet, und die inte
grierte ZustandsdichteN ( ) wird sehr gut durch eine Parabel beschrieben. Die-
ses vollsandige theoretische Spektrum zeigt erwartungsgemeine hervorragende
Ubereinstimmung mit der Poisson-Statistik (siehe Abb. 3.16). Derrg te Teil der
Resonanzen kann aufgrund ihrer hohen Breite™™ experimentell jedoch besten-
falls als Untergrund im Frequenzspektrum wahrgenommen weneEs verbleiben
dann immerhin noch 1172 Resonanzen mit einere® (gema Glg. (2.10)) von
Q > 100, von denen o ensichtlich auch nicht einmal die &lfte identi ziert wurde.
Diese hohe Quote fehlender Resonanzen in den Daten scheint alas Hauptpro-
blem zu sein.

Da dafur vor allem die unvermeidlichen Strahlungsverluste veranwvtlich sind,
ist eine Behebung dieses Fehlstands von experimenteller Sdier nicht meg-
lich. Es gibt verschiedene Angtze, um Spektren mit fehlenden Eigenwerten zu
untersuchen. Diese sind jedoch auf den konkreten Fall des digteschen Kreis-
billards leider nicht anwendbar, da sie sich mit dem Ein u feHender Eigenwerte
auf die GOE-Statistik befassen und von zalflig fehlenden Eigenwerten ausge-
hen [76, 77]. Keine dieser Voraussetzungen ist im vorliegendeyst®m erillt.
Au erdem ist zweifelhaft, ob sie eine so gro e Anzahl fehlender §enwerte wie in
diesem Fall korrekt beschreibenénnen. Ein weiterer wichtiger Punkt ist, da eine
gro e Anzahl zufallig fehlender Eigenwerte zwangal g zu einer Poisson-Statistik
fuhrt [76], was hier nicht der Fall ist. Dies deutet auf systemasich fehlende Eigen-
werte hin.

Um einen genaueren Einblick in den Ein u der Subspektren mit grschiedenen
radialen Quantenzahlem, zu erhalten, wurde ein Teilspektrum bis 10 GHz beste-
hend nur aus klar identi zierten Resonanzen (mitn, = 1{3) analysiert, welches
aus insgesamt 100 Resonanzen besteht. In Abb. 3.17 ist der uktuéeide An-
teil N ¢ ( ) der integrierten Zustandsdichte dargestellt. Die Kurved t sich grob
in drei Teile einteilen: Bis 63 GHz gibt es nur Resonanzen mit, = 1. Dann
kommen Resonanzen mit, = 2 hinzu, welche zuvor nicht vom Untergrund zu
unterscheiden waren, was zu einem Knick iN . fehrt. Ab 8:4 GHz kommen die
Resonanzen mitn, = 3 hinzu und verursachen einen weiteren Knick ilN . . Es
liegt also ein Spektrum vor, das sich in unterschiedlichen Fregnzbereichen aus
unterschiedlich vielen Subspektren zusammensetzt. Die intégite NND fer die-
ses Teilspektrum ist in Abb. 3.18 dargestellt. Die Daten zeigen eheinetberein-
stimmung mit der Wigner-Verteilung Pgog (S) als mit der Exponential-Verteilung
Ppoiss(S). Dies la t sich damit erklaren, da insgesamt maximal drei Subspektren
eiberlagert sind, und das nicht im gesamten Frequenzbereicin. jedem dieser Sub-
spektren sind die Resonanzfrequenzen nahegquidistant. Daher gibt es wenige
Ereignisse, wo sich zwei Resonanzen nahe kommen. O ensichtlicerden deut-
lich mehr als drei oder vieraquidistante Subspektren beetigt, um ein Spektrum
mit Poisson-Statistik zu erhalten. Au erdem sind gerade die Resanzen, die sich
besonders nahe kommen, oft nicht awbar.

Die in Abb. 3.15 gezeigten Abweichungen der gemessenen Daten @entheore-
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tisch erwarteten Poisson-Statistik sind also im Wesentlichen auf stgmatisch feh-
lende Resonanzen zeckzufehren. Die Systematik besteht zum einen darin, da
die Resonanzen mit bheren radialen Quantenzahlen aufgrund ihrer gro en Breat

rad komplett fehlen. Wie in Abschnitt 3.6.1 geschildert konnten nudie Quan-
tenzahlen von Resonanzen mit, = 1{4 identi ziert werden. Im hier verwendeten
Datensatz gibt es nur vereinzelt solche mit maximah, = 5. Die Uberlagerung
dieser vier Subspektren reicht nicht, um eine Poisson-Statistiku erhalten. Das
theoretisch berechnete Spektrum ensiit Resonanzen mit radialen Quantenzahlen
bis hin zun, = 50. Zum anderen sind aufgrund der endlichen Breite der Resama
zen insbesondere die dicht beieinander liegenden ResonanzZémioht au esbar,
so da selbst die Subspektren nicht voll#indig sind. Da die NND des gesamten
gemessenen Spektrums eher mit der Poisson-Statisiikereinstimmt als das Teil-
spektrum bis 10 GHz liegt also daran, da in ersterem mehr Subspekh prasent
sind und insbesondere im éheren Frequenzbereich neben den systematisch feh-
lenden Resonanzen noch aifig fehlende Resonanzen hinzukommen.
Weiterfuhrend wurden auch die ? und 3 Statistiken untersucht. Da diese je-
doch Korrelationen eber langere Intervalle betrachten und noch emp ndlicher
auf fehlende Eigenwerte reagieren als die NND, werden die BHogesse hier nicht
dargestellt.

3.7.2 Langenspektrum

Bei den periodischen Bahnen im Kreisbillard handelt es sich umoRgone und
Sterne, die durch die Zahp ihrer Ecken und die (Rotations-)Zahl der Umlaufe
der Bahn um den Kreis charakterisiert werden. Die éngel(q; ) einer Bahn im
Einheitskreis betmgt

I(g; )=2qgsin -
(@; )=2q q

Die (optische) Wegknge einer Bahn im dielektrischen Kreisbillard ist dann
nR I(qg; ). In Abb. 3.19 ist ein Ausschnitt des langenspektrums dargestellt,
welches aus dem schon im vorangegangenen Abschnitt betrachtetDatensatz
erstellt wurde. Uber dem Untergrund zeichnen sich einige Spitzen ab, deren La-
gen mit den Langen der periodischen Bahnen mfgg=4{8 und =1 identi ziert
werden konnten. Au allig ist, da die (4;1)-Bahn schwacher ausgepgt ist und
die Bahnen (21) und (3; 1) mberhaupt nicht zu erkennen sind. Der Grund dair
ist, da die Bahnen (2;,1) und (3;1) in einem Winkel von 0 bzw. 30 zum Lot
auf den Rand des Dielektrikums tre en und daher nicht totale ektiert werden,
wahrend die (4 1)-Bahn mit 45 > arcsin % gerade noch totalre ektiert wird.

In einem vollseandigen, berechneten Spektrum sind diese Bahnen interessanter
weise sehr wohl deutlich ausgeggt zu sehen. Die bheren Bahnen verschmelzen
in einem einzigen Maximum; schon die (&)-Bahn ist nicht mehr wirklich gut zu
bestimmen. Da die lange der Bahnen mit dem Brechungsindex skaliert, kann
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Abb. 3.19: Langenspektrum des dielektrischen Kreisbillards. Aus einm Datensatz von
445 Resonanzen von:3{10 GHz wurde j% in Abh angigkeit der Langel be-
rechnet. Es sind deutlich ®inf Spitzen zu erkennen, welche den periodischen
Bahnen mit q=4{8 und =1 zugeordnet werden lennen. Die (2 1)- und
die (3;1)-Bahn sind nicht zu erkennen, da sie nicht durch innere Totdre-
exion im Dielektrikum gehalten werden.

anhand des langenspektrums die Messung des Brechungsindex aus Abschnitt 3.2
validiert werden. Dazu sind in Abb. 3.20 die aus Abb. 3.19 bestinten Langen
lgem der Bahnen, normiert auf den RadiusR der Te onscheibe, gegember den
Langenl(q; ) der entsprechenden Bahnen im Einheitskreis aufgetragen. ®¥er-
heltnis =9 ergibt gerade den Brechunginder. Um ihn zu bestimmen wurde

I(a; )
an die Datenpunkte eine Ursprungsgerade mit Steigung

n{ =1:414 0.003

angepat [78]. Die Fehlerbalken haben eine Gesamtbreite vah cm/R, was in

etwa der FWHM der Maxima im Langenspektrum entspricht. Die gestrichelte
Linie ist eine Ursprungsgerade mit Steigungn = 1:419. Wie man sieht, kann
der in Abschnitt 3.2 bestimmte Brechungsindex der Te onscheibennerhalb der

Fehlertoleranz durch das Bngenspektrum begtigt werden.
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Abb. 3.20: Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Bakangen. Die aus
Abb. 3.19 bestimmten Bahnlangen lgem sind auf den RadiusR normiert
und gegen die langenl(q; ) der entsprechenden Bahnen im Einheitskreis
aufgetragen. Die Steigungn; =1:414 0:003 der angepa ten Ursprungs-
gerade (durchgezogene Linie) entspricht dem Brechungsirek der Te on-
scheibe. Die Fehlerbalken haben eine Gesamtbreite von 3 ciR/, was in
etwa die FWHM der Maxima im L angenspektrum ist. Die gestrichelte Ur-
sprungsgerade hat die Steigungn = 1:419 und liegt deutlich innerhalb
der Fehlerbalken, was die Messung des Brechungsindexes irbgchnitt 3.2
bestigt.
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4 Experimente an einem halbo enen dielektri-
schen Kreisbillard

Wahrend der in Kapitel 3 beschriebene dielektrische Resonatanaytisch exakt
durch die zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (2.4) besaiiben werden kann,
ist dies im Allgemeinen #@ir dielektrische Resonatoren nicht raglich. Insbeson-
dere die in Mikrolasern realisierten Geometrien werden durctie vektorielle
Helmholtz-Gleichung (2.2) beschrieben, deremslsung ein schwieriges numerisches
Problem darstellt. Eine Methode zur mherungsweisen @sung der Gleichungen
besteht darin, die vektorielle Helmholtz-Gleichung durch Eifehrung eines soge-
nannten e ektiven Brechungsindexe$. wieder auf eine zweidimensionale, skala-
re Helmholtz-Gleichung zu reduzieren. In diesem Kapitel sollie Geltigkeit und
Prezision dieser Mherungsmethode an einem sogenannten halbo enen Resonator
untersucht werden. Die Relation dieses Experiments zur Geotrie von Mikrola-
sern wird in Abschnitt 4.1 beschrieben. In den Abschnitten 4.2 und.& werden
die gemessenen Spektren und Wellenfelder vorgestellt. In Absithd.4 wird das
Prinzip des e ektiven Brechungsindexes eingelfirt, und in Abschnitt 4.5 werden
die experimentellen Daten mit den Berechnungen unter Beruing dieses An-
satzes verglichen. Wie in Kapitel 3 spielen dabei Abweichungefgrund eines
Luftspalts eine gro e Rolle.

4.1 Experimenteller Aufbau

In Abb. 4.1 ist die Aufnahme eines Mikrolasers mit einem Rasterdéeonenmikro-
skop dargestellt [24]. Die dielektrische Kreisscheibd { 2 m) enthalt das aktive
Medium und ist bis auf die rechteckige S$ttze vollstandig von Luft umgeben.
Der Laser wird optisch von oben gepumpt und emittiert in seitliser Richtung.
Andere Kon gurationen fer Mikrolaser bestehen z.B. aus einem aktiven Medium
zwischen dielektrischen Schichten niedrigeren Brechungsexes [23, 25]. Da eine
freischwebende oder von anderen Dielektrika umgebene Tesmheibe technisch
nicht sinnvoll zu realisieren ist, wurde @r die Modellierung solcher Systeme wie in
Abb. 4.2 dargestellt eine Te onscheibe auf eine Metallplatteedegt. Dieser Aufbau
wird im Folgenden als halbo ener Resonator bzw. halbo enesiBard bezeichnet.
Die Te onscheibe ficht identisch mit der in Kapitel 3 untersuchten) hat einen
Radius vonR = 275 mm und eine Hphe vonh = 5:4 mm. Aus Darstellungsgun-
den ist die Zeichnung nicht ma stabsgetreu. Bei der Metallplde handelt es sich
um die in Abb. 3.1 dargestellte Deckplatte aus Kupfer mit eineKantenlange von
665 mm. Mikrowellenstrahlung wirdeber ca. 5 mm lange Dipolantennen ein- und
ausgekoppelt, die etwa 1 mm au erhalb der Te onscheibe sitze\{itennenboh-
rungen O). Die Antennenanschisse sind unterhalb der Kupferplatte angebracht,
um den Resonator nicht durch Kabel in der Luft zu séren. Die Kupferplatte
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Abb. 4.1:

Abb. 4.2:

Aufnahme eines Mikrolasers mit einem Rasterelektronenmitoskop [24]. Die
dielektrische Kreisscheibe, welche das aktive Medium en#t, ist bis auf die
rechteckige Seitze auf allen Seiten von Luft umgeben. Die Kreisscheibe hat
einen Durchmesser vord' 2 m und wird optisch gepumpt.

2R =550 mm ‘A}te””a
h Te on disc
Metal
\ /

Antenna ports

Seitenansicht des halbo enen Resonators. Die Te onscheib mit einem Ra-
dius von R = 275 mm und Hehe h = 5:4 mm liegt auf der kupfernen Deck-
platte aus Abb. 3.1. Die Dipolantennen ragen etwa 5 mm aus debeckplatte
hinaus und sind ca. 1 mm vom Rand der Te onscheibe entfernt (Atennen-
bohrungen O). Da die Kupferplatte fur Mikrowellen wie ein Spiegel wirkt,
ist dieser Aufbau weitestgehendaquivalent zu einer freischwebenden Te on-
scheibe der doppelten ldhe 2h. Aus Darstellungsgrinden ist die Zeichnung
nicht ma stabsgetreu.
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wirkt fur Mikrowellen wie ein Spiegel, weshalb der Aufbamquivalent zu einer
freischwebenden Te onscheibe mit doppelter éhe 4 ist. Einzige Einschankung

dieser Aquivalenz ist, da die Randbedingungen% = 0 und B, = 0 an der

Grenz ache zwischen Kupferplatte und Te onscheibe die Symmetrieddse (bzgl.
Spiegelung an dieser kkche) der neglichen Eigenmoden einsclankt. Moden der

anderen Symmetrieklasse existieren allerdings auch in einszi$échwebenden Tef-
lonscheibe doppelter ldhe nicht im hier untersuchten Frequenzbereich.

4.1.1 Messung des Brechungsindexes

Der Brechungsindex der Te onscheibe wurde ebenfalls wie in Albsttt 3.2 be-
schrieben gemessen. In Abb. 4.3 ist wie in Abb. 3.2 der gemessene Bneghindex
in Abheangigkeit der Frequenz (des mit Te on gedllten Resonators) aufgetragen.
Die Datenpunkte streuen recht gleichm ig um den Mittelwert i = 1:4213 mit
einer Standardabweichung von , = 0:0012. Daher wird der Brechungsindex der
Te onscheibe im folgenden frequenzunalsimgig als

n=1:421

angenommen. Da das verwendete Te onstk ein kleines bi chen loher als das in
den in Kapitel 3 beschriebenen Experimenten verwendete isarkn davon ausge-
gangen werden, da kein Luftspaltiber dem Te onsteick existiert, und daher kein
systematischer Fehler wie in Abschnitt 3.2.2 zu backsichtigen ist.

1:425 w
c 14200 - 7 .
1415 ‘ ‘ ‘
2 6 10 14 18
prre (GHZ)

Abb. 4.3: Brechungsindex des Te on in Abhangigkeit der Frequenz. Die Datenpunk-
te streuen gleichna ig um den Mittelwert i = 1:4213 (waagrechte Linie),
weshalb der Brechungsindex im Folgenden als frequenzunakhgig ange-
nommen wird. Die Standardabweichung betagt , = 0:0012.
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4.2 Gemessene Frequenzspektren

In Abb. 4.4 werden die Frequenzspektren des in Kapitel 3 behaglten quasi-
zweidimensionalen Resonators und des hier untersuchten hatyeen Resonators
miteinander verglichen. Wahrend beim zweidimensionalen Resonator bereits ab
etwa 23 GHz gut ausgepagte Resonanzen zu erkennen sind (siehe auch Abb. 3.3
fur einen Ausschnitt des Spektrums), sind im halbo enen Resonators ab etwa

9 GHz uberhaupt Resonanzen zu erkennen, und auch die erkennbaregsBnanzen
haben insgesamt eine geringeree als im zweidimensionalen Fall. O ensichtlich
sind die Strahlungverluste im halbo enen Resonator deutlich&her, wodurch die
niedrigen Resonanzen bis zur Unkenntlichkeit verbreitert weden. Die breiten Ma-
xima im Bereich von 6{10 GHz sind keine Resonanzen, sondern sincsd®esultat
der direkten Transmission zwischen den Antennen. Auf diesen Maxinaaederum
sind oberhalb von 8 GHz schmalere Resonanzen zu erkennen. Der Arder di-
rekten Transmission spielt in diesem Bereich deshalb eine so gro elR, weil die
direkt laufenden Wellen nicht wie in einer Metallkaviat durch destruktive Inter-
ferenz mit an den Wanden re ektierten Wellen ausgedscht werden. Diese cha-
rakteristische Wellenbewegung ist auch iméheren Bereich des Spektrums noch
als Untergrund zu erkennen. Qualitativ ist das Spektrum jeddcahnlich dem des
zweidimensionalen Aufbaus: Der vergrerte Ausschnitt zeigt wie in Abb. 3.3 auch
hier eine Reihe von fastquidistanten, relativ scharfen Resonanzen, zwischen de-
nen wiederum eine weitere Reihe von breiteren und saleheren Resonanzen liegt.
Die Messung der Wellenfelder ergibt auch hier, da es sich beirdscharfen Reso-
nanzen um solche mit radialer Quantenzat, = 1 handelt, wahrend die breiteren
Resonanzem, = 2 entsprechen. Obwohl die beiden Frequenzspektren an unter-
schiedlichen Te onscheiben gemessen wurden, sind sich beide iro@etrie und
Brechungsindexahnlich genug, um einen qualitativen Vergleich zu erlaubemer
Unterschied in der Amplitude der Resonanzen resultiert aus dentemschiedlichen
Antennen bei beiden Messungen: Die gro en Dipolantennen beirddessung am
halbo enen Resonator koppeln gsrker an selbigen.

In Abb. 4.5 sind die Guten von 174 Resonanzen im Bereich von4920 GHz dar-
gestellt. Der Gro teil der Guten hat Werte zwischen 1000 und 4000; die Breiten
liegen zumeist im Bereich von 5{30 MHz. Zwar werden somgihnlich hohe Guten
wie beim zweidimensionalen Aufbau erreicht (siehe Abschnitt 31, jedoch erst
bei deutlich heheren Frequenzen. Insgesamt liegen dieit@n im Vergleich deutlich
niedriger und swrker gestreut. Wie in Abb. 3.9 ist zumchst ein fast exponentieller
Anstieg der Guten zu erkennen, welcher dann in ein Plateambergeht. Dies ist
wieder auf das Schwinden der Strahlungsverlusterfhehere Moden zuackzufeh-
ren. Um 13 GHz herum be ndet sichahnlich wie in Abb. 3.9 ein Aushufer von
Resonanzen mit niedrigeren &ien, bei denen es sich um die ersten erkennbaren
Resonanzen min, = 2 handelt.

Trotz qualitativer Ubereinstimmungen in der Struktur vemndert sich das Spek-
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Abb. 4.4: Vergleich der Spektren von zweidimensionalem und halbo eem Resona-
tor. Die Frequenzspektren des zweidimensionalen Resonataus Kapitel 3
(oben) und des hier behandelten halbo enen Resonators (mie) sind jeweils
im Bereich von 2{18 GHz dargestellt. Im Gegensatz zum zweidnesionalen
Aufbau sind am halbo enen Resonator erst ab etwa 9 GHz Resonaen zu
erkennen. Diese sind insgesamt breiter als am zweidimensialen Resona-
tor. Die breiten Maxima im Bereich von 6{10 GHz dagegen stamma von
der direkten Transmission zwischen den Antennen. Die Stralungsverlus-
te im halbo enen Resonator sind deutlich heher, wodurch insbesondere die
niedrigen Resonanzen bis zur Unkenntlichkeit verbreitertwerden. Im unte-
ren Graph ist das Spektrum des halbo enen Resonators von 18{15:5 GHz
vergre ert dargestellt. Man erkennt eine ahnliche Struktur wie in Abb. 3.3:
Zwischen einer Reihe von gut ausgemigten Resonanzen (mit radialer Quan-
tenzahln, = 1) liegt noch eine Reihe von breiteren, schvacheren Resonanzen
(mit n, = 2). Bei den beiden Messungen wurden unterschiedliche Antenen
mit einer unterschiedlich starken Ankopplung an den Resontor verwendet,
weshalb sich die Sarke der Resonanzen unterscheidet.
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Abb. 4.5: Gemessene @ten in Abh angigkeit der Frequenz. Die Guten steigen zurachst
fast exponentiell an, um dann in ein Plateau vonQ = 1000{4000 eberzuge-
hen. Die Breiten liegen typischerweise zwischen 5 und 30 MH. Wie in
Abb. 3.9 ist dieses Verhalten auf den schwindenden Beitrag el Strahlungs-
verluste zur Gesamtbreite zurickzufehren. Der Auslaufer von Resonanzen
niedrigerer Gute bei 13 GHz besteht aus den ersten erkennbaren Resonanzen
mit n, = 2.

trum des halbo enen Aufbaus gegewmber dem des zweidimensionalen Aufbaus
stark mit der Frequenz. Am o ensichtlichsten ist dies bei den @ten: Diese sin-
ken generell ab, z.T. sogar so stark, daeberhaupt keine Resonanzen mehr zu
erkennen sind. Interessanterweise gibt es trotzdem Resonanzeit @eten von

Q 4000. Die azimuthalen Quantenzahlem der Resonanzen lassen sich anhand
des Spektrums nicht bestimmen, da auch starke nichtlineare igehiebungen der
Resonanzfrequenzen zu erwarten sind. Um die Quantenzahlen astimmen und
SO einen quantitativen Vergleich mit Berechnungen zu emglichen, wurden die
Wellenfelder vermessen.

4.3 Wellenfelder im halbo enen Aufbau
4.3.1 Experimentelle Details

Wie in Abschnitt 3.5 wurden die Wellenfelder mit dem in Abschnitt2.4 vorge-
stellten Aufbau vermessen. Am halbo enen Resonatomkinen auch die Felder im
.Inneren\ der Te onscheibe gemessen werden, indem dere8terper auf der Tef-
lonscheibe bewegt wird. Die Au enfelder enthalten keine nedeformation. Ein

Querschnitt des verwendeten Me aufbaus ist in Abb. 4.6 dargedlie Um den Auf-

bau meglichst wenig zu sbren, sind die Antennenanschisse und Kabel unterhalb
der Deckplatte montiert. Insgesamt wurden vier Antennen an deRlatzen Oa,
Ob, Oc und Od verwendet (siehe Abb. 3.1). Damit der #rungsmagnet nicht
mit den Antennenanschiissen kollidiert, mu der Sterkerper einen Abstand von
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etwa 27 mm von den Antennen halten. Der $tkerper ist ein Zylinder von 5 mm
Heohe und 3 mm Durchmesser aus NdFeB. Um zu verhindern, da derekerper
an den Seiten von der Te onscheibesflt, ist ein Papier-Ring um die Te onscheibe
herumgelegt. Er besteht aus handedblichem Papier (89%), ist 10 mm breit und
0:1 mm dick. Der Papier-Ring eampft die Resonanzen etwas und verschiebt sie zu
niedrigeren Frequenzen. Wegen derenpfung ist der Papier-Ring nicht zwischen
der Te onscheibe und den Antennen, sondern au en herum geledghsgesamt sind
sich die Spektren des Aufbaus mit und ohne Papier-Ring stinlich, da eine ein-
deutige Zuordnung zwischen den Resonanzen in den beiden Spakimeglich ist.
Die Frequenzverschiebungen liegen im Bereich von 10{20 MH=n &llen weite-
ren Auswertungen werden digrichtigen\ Resonanzfrequenzen des Aufbaus ohne
Papier-Ring verwendet. Die Wellenfelder wurden mit einer Awsung von 25 mm
gemessen. Die Messung von 30 Resonanzen mit jeweils etwa 37 00@ripamkten
dauerte etwa 21 Stunden. Einige Bereiche des Spektrums wernddabei mehrfach
mit unterschiedlichen Antennenkombinationen gemessen, da n@re Resonanzen
bzw. Wellenfelder in anderen Antennenkombinationen deudiher ausgepagt sind.

4.3.2 Auswertung der Wellenfelder

In Abb. 4.7 sind drei Beispiele éir gemessene Wellenfelder gezeigt. Die Berei-
che um die vier Antennen herum konnten, wie im vorangegangendébschnitt
erwahnt, nicht gemessen werden. An den Wellenfeldera 1 sich nicht nur wie
in Abschnitt 3.5 die azimuthale Quantenzahlm, sondern auch direkt die radiale
Quantenzahln, abzahlen: n, ist gerade die Anzahl der Wellenauche in radialer
Richtung und somit die Anzahl der Ringe von Maxima. Die drei dayestellten
Wellenfelder sind Beispieleefr die radialen Quantenzahlem, = 1{3 mit verschie-
denen azimuthalen Quantenzahlen. Erwartungsgeam handelt es sich bei allen
me baren Wellenfeldern um,whispering gallery modes\, und die Moden sind (je-
weils fur ein n,) nach m aufsteigend geordnet. Der Temperaturdrift mu te wieder
nachtraglich korrigiert werden, und der Positionierungsfehler mat sich in Form
von ungleichma ig gro en Wellenbauchen bemerkbar. Ein weiteres Fimomen sind
gekrammte Linien, die sich quer durch den Kreis ziehen. Mehr zu diem inte-
ressanten Pmnomen steht in Anhang C. Die Summe all dieser Eimsse auf die
gemessenen Wellenfeldeutirt dazu, da die Wellenfelder nicht so symmetrisch
aussehen wieelr ein Kreisbillard zu erwarten. Zur Identi kation der Quantenzah-
len ist die Datenqualitat jedoch gut geeignet, selbst nahe an der Aesungsgrenze
bei 18{20 GHz. Insgesamt konnten 132 verschiedene Resonanzen enekh von
8:5{19 GHz identi ziert werden.
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Abb. 4.6: Seitlicher Querschnitt des Aufbaus zur Messung der Wellerdlder. Der Stor-
kerper (aus NdFeB, 5 mm Hohe und 3 mm Durchmesser) auf der Te on-
scheibe wird von dem Magnetkopf unter der Deckplatte bewegtDabei mu
der Sterkerper einen Abstand von 27 mm von den Antennen halten, da sorts
der Magnetkopf an die Antennenanschlisse und Kabel sb t. Der 10 mm ho-
he und 01 mm dicke Papier-Ring, der um die Te onscheibe herum gelegt
ist, verhindert, da der St erkerper herunterfallt.

=12:351 GHz: = 13:439 GHz: = 18:188 GHz:
m=79,n =1 m=81,n =2 m=112,n, =3

Abb. 4.7: Gemessene Wellenfelder dreier Resonanzen (nur Innenfeldufgetragen ist
die gemessene Intensdtt (blau: niedrig, rot: hoch) in Abh angigkeit des Or-
tes. Neben den azimuthalen Quantenzahlem lassen sich auch die radialen
Quantenzahlenn; an der Anzahl der Ringe von Wellentmuchen ablesen. Um
die vier Antennen herum konnten die Wellenfelder wie im vorgen Abschnitt
erlautert nicht gemessen werden. Durch den Positionierungsfder des Ser-
kerpers erscheinen die Wellenfelder wie bei der Messung derufenfelder
etwas verzerrt. Au erdem fallen die gekrmmmten Linien auf, die sich quer
eiber den Kreis erstrecken. In Anhang C werden dieseaher untersucht.
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4.4 E ektiver Brechungsindex Ne

In Abb. 4.8 ist eine in x-y-Richtung unendlich ausgedehnte dielektrische Scheibe
(Brechungsindexn) zwischen zwei Materialien von geringerem Brechungsindex
n,; bzw. n, dargestellt. Durch innere Totalre exion ist das Feld (bis aufdie eva-
neszenten Anteile) innerhalb der dielektrischen Scheibe gefgen, wodurch sie als
Wellenleiter wirkt. Das Propagationsverhalten der elektrmagnetischen Wellen in
der dielektrischen Scheibe kann mit einem e ektiven Brech@sindexn, beschrie-
ben werden. Dieser istiber

|l = c— = Ck_M

Ne n

de niert. Er beschreibt die Dispersionsrelation in Bezug auf detransversalen An-
teil des Wellenvektors. Aus der Dispersionsrelation (2.5) ergibt sicler e ektive

Brechungsindex 0

Ne = —: (4.2)

k2
1+ %

Betrachtet man nun eine ebene Welle mit Wellenzalky, = nk, die sich entlang
einer Zick-Zack-Kurve durch die dielektrische Scheibe begteund projeziert die-

se auf die Ausbreitungsrichtung X-y-Ebene), so erscheint sie wie eine ebene Welle
mit Wellenzahl = n¢ k, die sich geradlinig in einem Medium mit Brechungsin-
dex ne ausbreitet. Aus der dargestellten Geometrie ergibt sich = ncos( )
als alternative Formulierung von Glg. (4.1). Weil sich irz-Richtung eine stehende

n{<n

N> <N

Abb. 4.8: Prinzip des e ektiven Brechungsindexes. Um vonk, zu abstrahieren proje-
ziert man den Strahl auf die x-y-Ebene und erhalt so einen Strahl, der sich
mit Wellenzahl  durch ein Medium mit Brechungsindex ne = ncos( )
beweqgt.
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Welle ausbildet, istk, quantisiert. Entsprechend den verschiedeneszAnregungen
ist auchne quantisiert. Fur den halbo enen Aufbau handelt es sich bei dem Me-
dium eber dem Dielektrikum um Luft (n; = 1) und dem darunter um die Kupfer-
platte (n, = 1 ). Dieses und andere Beispieleif den e ektiven Brechungsindex
in verschiedenen Kon gurationen werden in Anhang A berechnet
Der e ektive Brechungsindex kann die Propagation in einer uendlich ausgedehn-
ten dielektrischen Scheibe korrekt beschreiben. Es stellt sigdoch die Frage, in-
wieweit Re exion und Brechung an einer Grenzschicht in trangrsaler Richtung
durch ne beschrieben werden énnen. Die Fresnel-Koe zienten [43] &r einen
e ektiven Strahl in TM-Polarisation, der im Winkel =~ zum Lot auf eine Grenz-
ache trit, lauten nach dem Modell eines e ektiven Brechungindexes gem
Glg. (A.11)

Ne cos() El n2 sin®( ).
ne cos()+ 1 n2 si?( )’

2ne 1COS () .
ne cos()+ 1 n2 sin?()

le

(4.2)

te =

Berechnet man dagegen die Fresnel-Koe zienten des entspreciden realen
Strahls (siehe Anhang A.4), so emdt man nach Glg. (A.12)

Ne cos() 21 n2 sin”( )+(n2 n2)
ne cos()+ 1 n2 sin’( )+(n2 n2)
2ne cos( ) )
ne cos()+ 1 n2siP( )+(n2 n2)

INeal

©

treal

Bis auf die Terme > nZ) sind alsore und te identisch mit dem exakten
Ergebnisr .y und t.ey. Der tatsachliche Strahl im Medium mit Brechungsindex
n verhalt sich also in Propagation, Re exion und Transmission aherungsweise
genauso wie der projezierte Strahl in einem Medium mit Brechgsindex ne .
Wegen I(lllim Nne = n ist diese Approximation insbesondere im semiklassischen

Limes sinnvoll.

Was jedoch nur unzureichend bercksichtigt ist, ist die Polarisation: Es wird davon
ausgegangen, da das elektrische Feld parallel zur Gremhe steht, alscE / <.
Fur den projezierten Strahl ist das TM-Polarisation (siehe Abschti 2.1), der
reale Strahl mu te jedoch eine Mischung aus TM- und TE-Polarisation haben, a
die Randbedingungentfr die FelderE, und B, am Ubergang zwischen Dielektrika
fur k, 6 O miteinander koppeln. Diese Kopplung #@ihrt zu E ekten wie z.B. der
Anderung der Polarisation bei Streuprozessen an dielektrisch&glindern [44,47,
79].
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4.4.1 Anwendung auf dielektrische Billards

Die Einfuhrung eines e ektiven Brechungsindexes erlaubwif einen achen di-
elektrischen Resonator zwischen verschiedenen dielektrisciMdedien die Reduk-
tion der dreidimensionalen, vektoriellen Helmholtz-Gleiaimg (2.2) auf die ska-
lare, zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (2.4): Der e ¢ke Brechungsindex
beschreibt implizit die z-Abhangigkeit der Felder bzw. das Propagationsverhal-
ten in x-y-Richtung, weshalb die Gleichungen auf zwei Dimensionen reziert
werden lonnen. Entscheidend sind die Randbedingungen an den Greaghen in
transversaler Richtung: Auch diese werden durch den e ektivenrBchungsindex
zumindest mherungsweise korrekt beschrieben, wie die Berechnung derdas-
Koe zienten belegt. Somit kann die dielektrische Scheibe miBrechungsindex
n zwischen verschiedenen dielektrischen Mediemherungsweisals dielektrische
Scheibe mit Brechungsindexn, zwischen zwei Metallplatten und somit durch
Glg. (2.4) beschrieben werden. é das dielektrische Kreisbillard bedeutet dies,
da in der Quantisierungsbedingung (2.9) einfacim durch ne ersetzt wird, also

Ne % (ne KRYHD (kR) = J (ne kR)H™ (kR) (4.3)

als Quantisierungsbedingungeir die Vakuumwellenzahlk verwendet wird. Beson-

ders zu beachten ist die Ablangigkeit ne (k). Die Frequenz ist = ;—k

1:4; n=1:421
1:3;
<12
11+
1.0 Moo =1
0 5 10 15 20

Frequency (GHz)

Abb. 4.9: E ektiver Brechungsindex ne fur den halbo enen Aufbau. Der e ektive
Brechungsindexne ( ) gema Glg. (4.4) ist f ur eine Te onscheibe mit Hohe
h =5:4 mm und Brechungsindexn = 1:421wber der Frequenz = g—k aufge-
tragen. ne steigt von n ¢ = 1 (untere Waagrechte) aus monoton bis zum
Brechungsindexn des Te ons (obere Waagrechte) an. Dieser semiklassische
Limes ist im betrachteten Frequenzbereich noch nicht erreiht.
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Es bleibt, die Funktion n. (k) fer den halbo enen Aufbau zu berechnen. Die de-
taillierte Rechnung steht in Anhang A.2. Rur die niedrigste z-Anregung ergibt
sich die Quantisierungsbedingung

1 P nz 1 |
kh= P arctan nzpe: (44)
nZ n2 nZ n2

fur ne (k) aus Glg. (A.9). O ensichtlich hangt ne nur von der Hehe h des Di-
elektrikums (bzw. dem Produktk h) und dem Brechungsindex der Te onscheibe
ab. Die numerische bsung von Glg. (4.4) éir n = 1:421 undh =5:4 mm ist in
Abb. 4.9 dargestellt.n. steigt mit der Wellenzahl bzw. der Frequenz vom Bre-
chungsindexn, + = 1 aus an und erreicht im semiklassichen Limes! 1 den
Brechungsindexn des Te ons. Dieser Limes im hier betrachteten Frequenzberhkic
noch nicht erreicht, und daher unterscheidet sicime stark von n. Hiermit lat
sich die beobachtete Verbreiterung der Resonanzen gegieer dem zweidimen-
sionalen Resonator erldren. Die Strahlungverluste der Resonanzerahgen vom
Brechungsindex ab und nehmen mit sinkendem Brechungsindex Hine genauere
Analyse und ein Vergleich von berechneten und gemessenen Reseftaquenzen
folgt im nachsten Abschnitt.

4.5 Vergleich von Experiment und Berechnungen

Aus Glg. (4.3) wurden #r n = 1:421 undh =5:4 mm die Resonanzfrequenzen
theo TeIr das halbo ene dielektrische Kreisbillard (RadiusR = 275 mm) mit dem

in Abb. 4.9 gezeigten e ektiven Brechungsindex berechnet. 8e Berechnungen

werden im folgenden mit den experimentellen Daten verglieh.

Die 0 ene Frage dabei ist, welche Bedeutung die Kante zwischder Oberseite und

dem Rand der Te onscheibe hat, da diese Kante im Modell eines ektiven Bre-

chungsindexes nicht bercksichtigt wird: Wahrend das Modell Abstrahlung nur

exakt parallel zur x-y-Ebene vorhersagt, werden die elektromagnetischen Wellen
in der Realitat an der Kante gebeugt und somit inz-Richtung aufge#chert [23].

4.5.1 \Vergleich der G wuten

In Abb. 4.10 sind die theoretischen @&ten Q gema Glg. (2.10) { also nur bezo-
gen auf die Strahlungsverluste "2 { dargestellt. Aufgetragen sind nur die Moden
mit radialen Quantenzahlenn, = 1{3. Ein Vergleich mit Abb. 3.6 zeigt, da die
Strahlungsverluste deutlich angestiegen sind. Die Datenpurkt(jeweils #r ein
n,) beschreiben eine Kurve, diaberhalb und unterhalb der gestrichelten Linie
jeweils mit anderer Steigung exponentiell ansteigt. Ein dékter Vergleich mit den
gemessenen &en ist leider nicht meglich, da sich die verschiedenen Partialbrei-
ten nicht voneinander trennen lassen. Interessant ist aber, ab lker Frequenz
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Abb. 4.10: Theoretische Guten nach Glg. (2.10) fur das halbo ene dielektrische Kreis-
billard. F ur eine radiale Quantenzahl ( : n, =1, :n, =2, + n, = 3)
bilden diese jeweils eine Kurve, die im Bereicheber und unter der ge-
strichelten Linie verschieden stark exponentiell ansteig Die Moden mit
n, 4 sind hier nicht aufgetragen. Insgesamt sind die @ten beim halbof-
fenen Aufbau deutlich geringer als beim zweidimensionalen ébau (siehe
Abb. 3.6), d.h. die Strahlungsverluste sind stark angestigen. An der ge-
strichelten Linie bei Q = 100 kann man ablesen, da unterhalb von etwa
9:4 GHz keine deutlich ausgepagten Resonanzen im Frequenzspektrum zu
erwarten sind, was sich auch in Abb. 4.4 begttigt.

die Guten Q > 100 werden, dadr Moden kleinerer Gute nicht zu erwarten ist,
da man sie im Frequenzspektrum erkennen kann. Die Moden mit, = 1 wber-
steigen diese Grenze bei etwa®GHz, und tatsachlich sind ab 95 GHz erstmals
deutliche Resonanzen (miin, = 1, wie die Messung der Wellenfelder bestigt)

im Frequenzspektrum zu erkennen (siehe Abb. 4.4). Der e ektivi@rechungsindex
betragt bei dieser Frequenn, = 1:14. Die Moden mitn, =2 bzw. n, = 3 eber-
steigenQ = 100 bei 117 GHz bzw. 134 GHz. Im gemessenen Frequenzspektrum
erkennt man sie erst bei bheren Frequenzen (siehe Abb. 4.4), da sie vorher noch
von den sarkeren Resonanzen mih, = 1 uberdeckt werden. Auf der anderen
Seite werden #@ir hohe Frequenzen aber auch gro e @en erreicht, was erkart,
weshalb im halbo enen Aufbau auchahnlich hohe Guten wie im zweidimensiona-
len Aufbau erreicht werden (siehe Abbn. 3.9 und 4.5). Alles in &in kennen die
verschlechterten Giten im halbo enen Aufbau also gut mit dem Modell eines ef-
fektiven Brechungsindexes erkrt und als Strahlungsverluste identi ziert werden.
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4.5.2 \Vergleich der Resonanzfrequenzen

In Abb. 4.11 werden gemessene Resonanzfrequenzgp und berechnete Reso-
nanzfrequenzen e, Miteinander verglichen. Die Abweichungen = &,  theo
sind mit 50{350 MHz sehr gro . Au allig ist wieder das lineare Anwachsen der
Frequenzabweichungereif die verschiedenen radialen Quantenzahlen, wie man es
auch in Abb. 3.10 sieht. Dies legt die Vermutung nahe, da auchiér die Ab-
weichungen durch einen Luftspalt verursacht werden, was imaohsten Abschnitt
neher untersucht wird.

Die Ausrei er insbesonderedr n, = 2 sind Resonanzen, deren Frequenz aufgrund
ihrer geringen Amplitude nicht richtig bestimmt werden konnge, weil sie zu stark
von anderen Resonanzen untereckt sind. Die Frequenzen der ersten Resonanzen
unterhalb von 95 GHz sind ebenfalls nicht richtig bestimmbar, weil sie sich noch
nicht stark genug vom Untergrund abheben (siehe Abb. 4.4).

40
N ﬁﬁj
= 300 .
~ o
8 o L% o
200 © @850, o
g O ]
100 o O
(o
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12 16 20
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Abb. 4.11: Vergleich der berechneten Resonanzfrequenzen,e, mit den gemessenen
exp- Die Abweichungen = exp theo Sind mber den berechneten Fre-
guenzen #r verschiedene radiale Quantenzahlen (: n, = 1, :n, =2,
+: ny = 3) aufgetragen. Es zeigen sich starke Abweichungen, und diDa-
tenpunkte fer die verschiedenenn, liegen wie im zweidimensionalen Fall
in Abb. 3.10 jeweils auf einer Geraden. Daraus kann geschlssn werden,
da die Abweichungen auf den Ein u eines Luftspalts zur eckgehen.
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4.5.3 \Ver anderung von ng durch einen Luftspalt

Messungen an einemahnlichen Aufbau wie in Abb. 3.11 (nur ohne Deckplat-
te) ergeben, da sich ein Luftspalt zwischen der Te onscheibe dnder darunter
liegenden Deckplatte bildet, da die Kupferplatte sirker durchhangt als die Tef-
lonscheibe. Gemessen wurde der Abstand der Te onscheibe zu einelper dem
Aufbau liegenden Stahllineal, einmal mit auf der Kupferplae liegender und ein-
mal mit auf die Kupferplatte gedrackter Te onscheibe. Die Kupferplatte wurde
im zweiten Fall von unten abgesitzt, damit sie sich durch den Druck nicht zu-
satzlich verbog. Die Dierenz ergibt dann gerade die Bhe des Luftspalts. Die
Messung ergab einen in etwa parabelimigen Luftspalt, dessen ldhe a durch
r2

ar) = ame 1 =3 (4.5)
beschrieben werden kann, da die Te onscheibe an ihrem Rand &kau iegt. Die
Hehe des so gemessenen Luftspalts betrag; = (0:6 0:1) mm. Dieser Wert ist
nur als Gre enordnung zu verstehen; die ldhe des Luftspalts bei dem Aufbau,
an dem die Spektren und Wellenfelder gemessen wurden, ist undreht und nur
eingeschenkt vergleichbar.

1:4

1:3¢

1:1+

10g 5 10 15 20
Frequency (GHz)

Abb. 4.12: E ektiver Brechungsindex ne ( ) fur den halbo enen Aufbau mit Luft-
spalt. Die durchgezogene Linie istng ( = g—") fur eine Mode mit azi-
muthaler Quantenzahl m = 80 bei einen Luftspalt mit maximaler H ohe
amit = 1:2 mm gema Glg. (4.6). Zum Vergleich ist ne ohne Luftspalt aus
Abb. 4.9 als gestrichelte Linie eingezeichnt. Ab etwa 12 GHzeigen sich
deutliche Unterschiede, die bis auf 4% bei 20 GHz anwachsen. Die Absen-
kung von ng durch den Luftspalt kennte erklaren, warum die gemessenen
Resonanzfrequenzen in Abb. 4.1kiber den berechneten Frequenzen liegen.
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Der e ektive Brechungsindex #ir einen modi zierten halbo enen Aufbau mit Luft-
spalt zwischen Te onscheibe und Kupferplatte ergibt sich aus d€uantisierungs-
bedingung

0 1
P nZ 1
kh= p—L _ arctan@n2p_le 1+71 A
nZ n2 nZ n2 1 ptle 17
n? nZ (4.6)

mit T =tanh kap nZ 1:

Dabei sindh und n die Hehe und der Brechungsindex der Te onscheibe die
Hehe des Luftspalts undk die Vakuumwellenzahl. Die detaillierte Rechnung dazu
steht in Anhang A.3. Die Hohe a des Luftspalts wird nach Glg. (4.5) aus dem
Radius r, an dem die Wellenfunktion lokalisiert ist, berechnet. Diese& ergibt
sich aus Glgn. (3.5) und (2.8) zu

R
o {m(ne kr9j2rodr®

r(k) = )
() o Jdm(ne kr9j2dro

(4.7)

hangt also implizit auch vonne und k ab. Au erdem hangt r und damit auch
ne von der azimuthalen Quantenzahin der Mode ab. Fur die Berechnung von
ne und den dazu mtigen Gre en wird nur der Realteil Re(k) verwendet, da der
e ektive Brechungsindex nicht von Im(), also der Hbhe der Strahlungsverluste,
abhangen kann. Der e ektive Brechungsindex éingt somit von den Parametern
K, n, h und a,;; sowie der azimuthalen Quantenzahin ab.

In Abb. 4.12 ist das Ergebnis #r ne (k) nach Glg. (4.6) dargestellt. Die Berech-
nungen wurden &r eine Mode mit azimuthaler Quantenzahlm = 80 und der
Te onscheibe mit Hohe h = 5:4 mm und Brechungsindexn = 1:421 bei einem
Luftspalt mit maximaler Hehe a,,y = 1:2 mm durchgethrt. Ab etwa 12 GHz
zeigen sich Abweichungen zwischem, mit und ohne Luftspalt. Da der Luft-
spalt o ensichtlich zu einer Absenkung vom, um bis zu 46% bei 20 GHz #@ihrt
kann erklaren, warum die gemessenen Resonanzfrequenzen in Abb. 4lddr den
berechneten liegen. Ein genauerer Vergleich mit den gemesserResonanzfre-
quenzen folgt im mchsten Abschnitt.

4.5.4 Vergleich der Resonanzfrequenzen mit Korrektur f elr einen Luft-
spalt

Mit dem e ektiven Brechungsindex nach Glg. (4.6) wurden aus §. (4.3) kor-
rigierte Resonanzfrequenzen©" fur die Parametern = 1:421, R =275 mm,
h=5:4 mm und a,; = 1:20 mm (fur Glg. (4.5)) berechnet. In Abb. 4.13 sind
die verbleibenden Abweichungen = ¢, " der so berechneten Frequenzen
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Abb. 4.13: Verbleibende Abweichungen in Abhangigkeit der korrigierten berechne-
ten Frequenzen 7. Die Resonanzfrequenzen 9" wurden fur die Para-
metern =1:421,h =5:4 mm, R =275 mm und ayit = 1:20 mm berech-
net. Insgesamt zeigt sich eine gutéJbereinstimmung: Der Mittelwert der
verbleibenden Abweichungen betagt h i = 3:4 MHz mit einer Standard-
abweichung von = 19:2 MHz. Es fallt jedoch auf, da die Datenpunkte
nicht gleichma ig um 0 (gestrichelte Waagrechte) verteilt sind, sondernfur
die verschiedenen radialen Quantenzahlen (: n, =1, :n, =2,+ n, =3)
jeweils Geraden bilden.

o gegember den gemessenen Frequenzey, dargestellt. Es ergibt sich ins-
gesamt eine recht gutddbereinstimmung, und die verbleibenden Abweichungen

haben einen Mittelwert und eine Standardabweichung von
h i=3:4MHz und =19:2 MHz

Die Existenz eines Luftspalts kann also o ensichtlich die in Abb4.11 gezeigten
gro en Diskrepanzen erkéren. Die Hbhea,,; = 1:2 mm des Luftspalts wurde an-
genommen, um eine mwglichst gute Ubereinstimmung zwischen Experiment und
Theorie zu erlangen. Es ist jedoch unklar, wie gro der Luftspatats echlich war,
zumal anie hier gre er als die in Abschnitt 4.5.3 erwahnten 06 mm angenommen
wurde. Auch llt auf, da die Datenpunkte in Abb. 4.13 nicht gleichma ig um
die O streuen, sondern immer noch Geradeanrfdie verschiedenen radialen Quan
tenzahlen bilden. Ob dies an falschen Parametermrfdie Berechnunng vonne
liegt, oder ob es sich um systematische Fehler der in Abschnitt 414beschriebe-
nen Naherungsmethode eines e ektiven Brechungsindexes handdét} sich nicht
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abschlie end beurteilen. Es bleibt aber der Eindruck, da dise Methode durch-
aus eine sinnvolle Berechnungsgrundlagerfdie Wellenfunktionen und Felder in
dielektrischen Resonatoren bietet.

4.6 Schlu bemerkungen

Zusammenfassendalt sich sagen, da die Berechnungen mit dem Modell eines
e ektiven Brechungsindexes das gemessene Spektrum zumindegaldativ gut
beschreiben. Auch die Berechnung der Resonanzfrequenzeretiesinnvolle Er-
gebnisse. Wichtig ist, die starke FrequenzalBimgigkeit des e ektiven Brechungs-
indexes zu beucksichtigen. Das Modell sagt voraus, da die Verbreiterung ddre-
sonanzen auf Strahlungsverluste zeckzufehren sind. Interessant ist dabei, da
dem Modell zufolge nicht etwa inz-Richtung abgestrahlt wird, wie man auf den
ersten Blick vermuten wirde, sondern nur (versarkt) in transversaler Richtung:
Wie in Anhang A.2 dargelegt, werden die Felder iz-Richtung als evaneszent an-
genommen, weil die Strahlung durch innere Totalre exion ader Ober ache kon-
serviert wird. Der wesentliche Unterschied zwischen den Modellen Anhang A
und dem wirklichen Resonator ist jedoch, da das Dielektrikumals unendlich
ausgedehnt angenommen wird. Das Verhalten der Felder am Rawngrd jedoch
nur naherungsweise von diesem Modell beschrieben: Eine Sative des Modells
ist, da es von reinen TM- und (far hehere z-Anregungen) TE-Moden ausgeht,
jedoch thren die Randbedingungen an der Grenache in transversaler Richtung
zur Bildung von Hybrid-Moden [44,47,79]. Ein weiteres Gelidur zukenftige
Untersuchungen vare daher die Untersuchung der Polarisation. Daber hinaus
ist das Verhalten an der Kante zwischen der Obeache und dem Rand der Tef-
lonscheibe sicherlich komplizierter und daher kaum untersutctes ist unklar, wie
stark dort durch Beugung an der Kante auch ire-Richtung abgestrahlt wird und
ob dies die Resonanzfrequenzen beein u t.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die Berechnung von Eigeefuenzen und
-funktionen in o enen dielektrischen Resonatoren mittels ees e ektiven Bre-
chungsindexes zu testen. Der gro e Vorteil dieser Methode istadsie die Reduk-
tion der zugrundeliegenden Helmholtz-Gleichung von drei fawei Dimensionen
erlaubt. Sie stellt damit eine wichtige Grundlage#r die Berechnung von Mikro-
lasern oder anderen dielektrischen Resonatoren dar bzw. etiaes, Analogexpe-
rimente mit quasi-zweidimensionalen dielektrischen Billasidurchzugihren.

Als Form des Billards wurde ein Kreis gewhlt, da die zweidimensionale Helm-
holtz-Gleichung #ir dieses Billard analytisch ésbar ist und die Moden eindeu-
tig durch ihre Quantenzahlen identi ziert werden lkonnen. Aufgrund seiner gu-
ten Hochfrequenz-Eigenschaften wurde Te on als Materiakf das Billard aus-
gewahlt. Zur Identi zierung der Quantenzahlen wurden die Welenfelder mit der
Sterkerper-Methode gemessen.

In einem ersten Schritt wurde das zweidimensionale Kreisbithuntersucht. Zum
einen konnte so die Razision der experimentellen Technik getestet werden, da die
Korrektheit der zugrundeliegenden Theorie bereits in #iheren Arbeiten besatigt
wurde [68]. In diesem Zusammenhang wurde auch eine einfach diwhrbare,
aber recht pmzise Technik zur Bestimmung des Brechungsindexes des verwen-
deten Te ons entwickelt. Zum anderen konnte so ein generedlé/ersmndnis der
Eigenschaften von o enen dielektrischen Billards erhalten @vden. Die Quanten-
zahlen der Resonanzen konnten durch Messung der Wellenfeldereahalb des
dielektrischen Resonators in einem gro en spektralen Bereidestimmt werden.
Qualitativ konnte die Struktur des Spektrums vollsendig und in Ubereinstim-
mung mit der Theorie verstanden werden. Die beobachteten qui#tativen Abwei-
chungen bei den Resonanzfrequenzen konnten auf experiméatengenauigkeiten
in Form von Luftspalten zureckgethrt und ebenfalls verstanden werden. Zedz-
lich wurden die statistischen Eigenschaften des Spektrums urgeccht. Es wurden
Abweichungen von derdr ein integrables System erwarteten Poisson-Statistik ge-
funden, die qualitativ durch die hohe Anzahl der fehlenden Renanzen erlért
werden konnten.

Schlie lich wurde mit dem halbo enen Resonator ein zur Geomge von Mikrola-
sern vergleichbarer Aufbau untersucht. Dabei zeigte sich zachst eine generelle
starke Verbreiterung der Resonanzen, die mit dem Modell einesktiven Bre-
chungsindexes gut erldrt werden konnte. Die Quantenzahlen wurdenef eine
gro e Zahl von Resonanzen durch Messung der Wellenfelder im knen des Reso-
nators bestimmt. Bei den Messungen der Wellenfelder zeigte sigh erdem eine
noch nie zuvor beobachtete Ellipsenstrukur im Hintergrund, @ auf die Interfe-
renz mit am Swrkerper gestreuten Wellen zuuckzufehren ist (siehe Anhang C).
Berechnungen mit einem e ektiven Brechungsindex wurden miden experimen-
tellen Daten verglichen. Wiederum zeigten sich Abweichunggedie sich durch das
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Auftreten eines Luftspalts erkkren lassen. Obelber den Einu des Luftspalts
hinaus systematische Abweichungen aufgrund von Unamglichkeiten der Berech-
nungsmethode auftreten, konnte aufgrund der experimenteh Unsicherheitenér
die geometrischen Parameter des Aufbaus nicht abschlie endkdert werden. Es
scheint aber so, da die Methode des e ektiven Brechungsindexieh eine brauch-
bare quantitative Berechnung der Resonanzfrequenzen arghicht.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, daich anhand der
Sterkerper-Methode die Wellenfelder eines dielektrischen Restmis mit hoher
Au esung messen und so die Struktur bzw. Quantenzahlen der entsprentien
Resonanzen bestimmen lassen. Erstmals wurde die Methode eineskéven Bre-
chungsindexes an einem dielektrischen Mikrowellenresonasystematisch getes-
tet. Obwohl eine genaue quantitative!)berprefung der Methode nicht gelungen ist,
konnte eine zumindest qualitativ gutetbereinstimmung mit den experimentellen
Daten festgestellt werden. Vor allem zeigte sich eine gro e AlRhgigkeit der Reso-
nanzfrequenzen von den geometrischen Parametern des Resorsatind etwaigen
Sterungen, die bei der Planung zulnftiger Experimente zu besicksichtigen ist.
Insofern stellen die bei dieser Arbeit gemachten Erfahrungemeiwichtige Grund-
lage #r weiterfuhrende Experimente mit o enen dielektrischen Billards darAuch
ergibt sich eine ganze Reihe von o enen Fragen zur Untersuchudgr Methode
des e ektiven Brechungsindexes und weiteren Problemen:

Zunachst gilt es, einen Aufbau ohne Luftspalte und andere &ungen zu
entwickeln, der einen pazisen quantitativen Vergleich mit den Berechnungen
anhand des e ektiven Brechungsindexes erlaubt. Sollten sigystematische
Abweichungen zeigen, are die Suche nach verbesserten Rechenmodellen
notwendig.

In dieser Arbeit wurde nur die niedrigste TM-Mode inz-Richtung un-
tersucht. Eine negliche Weiterkhrung ware die Untersuchung bherer
z-Anregungen bzw. von TE-Moden. Insbesondere stellt sich dabeedtra-
ge, welche Form der Polarisation in einem o enen dielektriselm Resonator
tatsachlich auftritt.

Die im Hintergrund der gemessenen Wellenfelder gefundenenifidenstruk-
turen konnten als Interferenze ekte mit am Serkerper gestreuten Wellen
gedeutet werden. Dennoch sind einige Aspekte diesesaRbmens noch nicht
abschlie end verstanden und begfen weiterer Untersuchung. Auch stellt
sich die Frage nach raglichen Anwendungen.

Als Beispiel #ir ein chaotisches System und $tung der Kreis-Symmetrie
bietet sich die Untersuchung eines abgeschnittenen Kreisbiltkr an. Hier
waren die Untersuchung der Emissionseigenschaften und der Verghemit
sterungstheoretischen Berechnungen von Interesse.
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A Berechnung des e ektiven Brechungsindexes

A.1 Resonator mit Luftspalt

In Abb. A.1 ist der Aufbau eines Resonators mit einem Luftspalt der bhea (Be-
reich 1) wber einem Dielektrikum der HFbhe b mit Brechungsindexn (Bereich 2)
skizziert. Die Gesamtlwhe des Resonators beigt h = a+ b (Vorsicht: Bezeich-
nungen weichen von Kapitel 3 ab). Die Berandung des Billarda x-y-Richtung
ist beliebig; alle folgenden Rechnungen sind auchrfeinen unendlich ausgedehn-
ten Aufbau ohne metallische Berandungegtig. Der Ansatz fur die Felder einer
TM-Mode ist entsprechend Glg. (2.6)

D = EWM cos[ ,(z hJe™;
EY = EPsrosin] Lz hle™;
W - 1O ~ it .
Bt = 1 2C2Eo (ez rt)COS[ Z(Z h)]e ’
(A1)
@ = EY cos(kyz)e " ;
EP = E@P%r, sin( k,2)e ™ ;
B? = i EP (e fi)cos(k.2)e™:
Aus Glg. (2.5) ergibt sich #r die z-Komponente , des Wellenvektors im Luftspalt
S
k2 1
z
Metal h= bs
. +h= a
Air (1)
Tb
Dielectric (2)
-0

Abb. A.1: Resonator mit Luftspalt eber einem Dielektrikum. Zwischen den Metall-
platten be ndet sich ein Dielektrikum mit Brechungsindex n und Hehe b,
dareber ein Luftspalt der Hehe a. Die Gesamthwhe des Billards betmgt
a+ b= h. Die Form der Berandung in x-y-Richtung ist beliebig.
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Abb. A.2: Resonanzfrequenz in Ablangigkeit der Hehe a des Luftspalts. Fur einen
Resonator entsprechend Abb. A.1 mitb =5 mm und n = 1:419 sind die
Resonanzfrequenzen einer Mode mit =300m ! bei verschiedenen Werten
von a aufgetragen. Far a = 0 ist die Frequenz naterlich die des Resonators
ohne Luftspalt, also ja=0 = 10:087 GHz. Die lineare Naherung (A.4), als
durchgezogene Linie eingezeichnegberschatzt die Frequenzen generell, ist
aber insgesamt recht gut.

Die Wellenfunktion und ihr Eigenwert  sind entsprechend Glg. (2.4) de niert.
Aus den Randbedingungen entsprechend Abschnitt 2 drfden Ubergang zwischen
Dielektrikum und Luft (E(" und n2E{" stetig wegen , = n?) erhalt man fer k,
in Abhangigkeit von die Quantisierungsbedingung

tan( ;a) = %tan(kzb) (A.3)

mit , = f (k;; ;n) entsprechend Glg. (A.2). Wie man sieht, geht die Berandung
in x-y-Richtung nur mittelbar ein, insofern sie das Spektrum von festlegt, und
die Struktur der Wellenfunktion selbst geht mberhaupt nicht ein. Die Losungen
der Quantisierungsbedingung mssen numerisch berechnet werden. In Abb. A.2
ist fur eine Mode mit = 300m ! die Resonanzfrequenz in Admgigkeit von der
Hehe a des Luftspalts aufgetragen bei einer éhe vonb = 5 mm des Dielektri-
kums mit Brechungsindexn = 1:419. Bereits relativ kleine Luftspalte &ihren zu
Abweichungen von einigen 100 MHz. Be = 0 ergibt sich naterlich die Frequenz
= =5>- =10:087 GHz des Resonators ohne Luftspalt.eff sehr kleine Luftspalte
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kann die Quantisierungsbedingung (A.3) linearisiert werden. &n ergibt sich

Fur die Resonanzfrequenz e#lt man hieraus reaherungsweise
! !

C inz 1 1+ 1n? 1

2n 20 1 - 0 T

(A.4)

Diese Naherung ist in Abb. A.2 als durchgezogene Linie dargestellt. Bistwa
a=0:2 mm liefert sie brauchbare Werte, wobei sie die Frequenz geeleriber-
schatzt. In einen e ektiven Brechungsindexn, = - umgerechnet ergibt sich

— n .
S 1+3(n2 1)

Ne (A.5)

TM-Moden mit hehererz-Quantenzahl und TE-Moden existieren nicht unterhalb
von zp = 55 = 21:1 GHz.

A.1.1 Luftspalt-Korrektur f eir Messung des Brechungsindexes

Aus dem Vergleich von Glgn. (3.1) und (4.1) sieht man, da die ilbschnitt 3.2.2
betrachtete Gro e pen der e ektive Brechungsindexn, ist. Lest man Glg. (A.5)
nach n auf, so ertalt man fur den Brechungsindex

S
2
2
n= b b —b +1: (A.6)
ane aneg a
Mit ne = -t erhalt man dann aus Glg. (A.6) den korrekten Brechungsindex.

Man beachte die von Abschnitt 3.2 abweichende Bezeichnubder die Hohe des
Dielektrikums (siehe auch Abb. A.1).

A.2 Halbo ener dielektrischer Resonator

In Abb. A.3 ist ein Querschnitt des halbo enen dielektrischen Resmtors dar-
gestellt: Die dielektrische Scheibe (Bereich 2) mit Brechusgndexn und Hehe h
liegt auf einer Metallplatte. Oberhalb der dielektrischen &heibe be ndet sich Luft
mit Brechungsindexn s = 1 (Bereich 1). Das Dielektrikum und die Metallplatte
werden als inx-y-Richtung unendlich ausgedehnt angenommen.eF die Felder

einer TM-Mode wird der Ansatz
gl) E(()l) ( X;y)ei( 2z !t);

Es” ( x;y)cos k:2)e "

2
z
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] Air (1)
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0 Metal

Abb. A.3: Halbo ener dielektrischer Resonator. Die dielektrische £heibe mit Hohe h
und Brechungsindexn (Bereich 2) liegt auf einer Metallplatte und ist oben
nur von Luft mit Brechungsindex n & = 1 (Bereich 1) umgeben. Anders
als in Abb. 4.2 werden hier Dielektrikum und Metallplatte al s unendlich
ausgedehnt angenommen.

gemacht. Die transversalen FeldkomponenteE; und B; ergeben sich aus den
Glgn. (2.3) und (2.6). Wie in Abschnitt A.1 ist ,(k,) durch Glg. (A.2) gegeben,
und aus den Randbedingungen an der Grenzschicht zwischen Bigtikum und
Luft bei z = h erhalt man die Quantisierungsbedingung

k,tan(k,p)= in2, (A7)

k, < n%? 1 existieren. Dies istaquivalent zu der Bedingung, da , rein
imaginare Werte annimmt und somit das Feld in der Luft exponentiell bfallt.
Physikalisch bedeutet das, da es nur ein evaneszentes Feld irr deift gibt, die
Strahlung also durch innere Totalre exion im Dielektrikum konserviert ist. Ohne
innere Totalre exion kennte sich kein stabiles Feld im Dielektrikum aufbauen.
Aus der Dispersionsrelation

fur k. lﬁine Analyse der Quantisierungsbedingung ergibt, da &sungen nur ér

E = ot kg = 24 2_ _2 = k2
c? n2 2 n2
ibt sich
ergibt sic q q
k,=— n2 nZ und ,=i— nZ 1L (A.8)
Ne Ne

In die Quantisierungsbedingung (A.7) eingesetzt edit man fur n, die Gleichung

welche unter Verwendung von,— = k in die Quantisierungsbedingung
( ! )
1 ’ g nZ 1
kh= p——— arctan n‘p————— + ( 1) frm (ne ) (Ag)
nZ n2 nZ n2

e
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mit der z-Quantenzahl = 1;2;3;::: umgeformt wird. O ensichtlich hangt ne
nur von dem Produkt kh / " ab. Da fy(ne ) nur auf dem Intervall [1;n]
reellwertigist, mu 1 ng n gelten. Fur =1 steigt f+yy (ne ) streng monoton

von fy (1) = 0 bis n”r.nnfT'V' (ne ) = 1 an, weshalb auchm, (k) streng monoton
von ne (0) =1 bis kI!{n Ne (K) = n ansteigt. Die Lesungn, (k) fur die niedrigste

z-Anregung mit n = 1:421 undh = 5:4 mm ist in Abb. 4.9 dargestellt. Fbhere
TM-Moden existieren unterhalb vonk = -p—— nicht, und TE-Moden existieren

erst oberhalbk = P

A.3 Halbo ener dielektrischer Resonator mit Luftspalt

Ein Querschnitt durch den halbo enen dielektrischen Resonatanit Luftspalt ist
in Abb. A.4 dargestellt. Die dielektrische Scheibe mit Bheh und Brechungsindex
n (Bereich 2) ist von der Metallplatte darunter durch einen Lufspalt der Hehe
a (Bereich 3) getrennt und nach oben hin nur von Luft umgeben (&eich 1).
Wie schon in Abschnitt A.2 werden Dielektrikum und Metallplatte als unendlich
ausgedehnt angenommen.eff die Felder einer TM-Mode wird in Anlehnung an
Abschnitt A.2 der Ansatz

gl) - Eél)( x;y)e‘( 2z !t);

@ = E®P (xy)coskz+ Je™;
© = Eg) (xy)cos[,(z+ a)e "

gemacht mit ,(k,) gema Glg. (A.2). Die transversalen Feldkomponenten ergeben
sich wieder aus Glgn. (2.3) und (2.6). Aus den Randbedingungémei z = 0 und

z
Air (1)
h
Dielectric (2)
0 Air (3)
Metal

Abb. A.4: Querschnitt durch einen halbo enen dielektrischen Reson#or mit Luft-
spalt. Das Dielektrikum mit H ehe h und Brechungsindex n (Bereich 2)
ist von der Metallplatte durch einen Luftspalt mit H ehe a (Bereich 3) ge-
trennt und nach oben hin nur von Luft umgeben (Bereich 1). Didektrikum
und Metallplatte werden wie schon in Abb. A.3 als unendlich aisgedehnt
angenommen.
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z = h ergeben sich die Bedingungen
k. tan(k;h+ )= in? , und kytan( )= n? ,tan( ,a):
Unter Verwendung des Additionstheorems

tan (x) +tan(y)
1 tan(x)tan(y)
erhalt man schlie lich als Quantisierungsbedingungeir k,

tan(x +y) =

2
k,tan (k,h) + n? ;tan( ,a)= in? ,+ in“k—ztan( .a)tan (k;h):
y4

Erwartungsgena geht die Quantisierungsbedingungefr a = 0 in die Quantisie-
rungsbedingung (A.7)uber. Wie zuvor existieren nur l®sungen mit evaneszenten
Feldern in den Luft-Bereichen. Unter Verwendung von Glg. (ABund einigen
weiteren Umform8ungen eéblt man schlie lich die Quantilsierungsbedsi)ngung

< Y 2 =
kh=p—L_—  arctan@n?p nze 21 Lt A+ 1),
nz ng . n ne 1 n4—2—n2 = T ! (A 10)

mit T =tanh kap nzZ 1:

fur ne mit der z-Quantenzahl =1;2;3;:::. Wie schon Glg. (A.9) ist auch die
Quantisierungsbedingung (A.10) nur dr ne 2 [1;n] reellwertig und in diesem
Bereich streng monoton steigend. Dementsprechend steigt auth fur die nied-
rigste z-Mode wieder streng monoton vome (k =0) =1 bis I|m Ne (K) = n an.

Um die Stetigkeit der Quantisierungsbedingung zu geaﬁmrlelsten mu die arctan-

Funktion so umde niert Wer%en (ija h :
E!

gilt, da das Argument der arctan-Funktion in Glg. (A.10) zwisclenn, =1 und

Ne = n einenWbergang von +1 nach 1 macht (%-Singularitat). Hehere TM-

Moden existieren erst alk = -p——.

arctan([0;1 ]) = O;E und arctan([1 ;0]) =

A.4 Re exion und Brechung an Grenzschichten

Die Re exion und Brechung einer elektromagnetischen Wellenaeiner Grenz-
schicht zwischen zwei Medien mit Brechungsindex und n°® = 1 werden durch
die Re exions- und Transmissionskoe zienten

P
C o= ES _ ncos() ,1 nZsin®().
" Eo 7 ncos()+ 1 n2ZsiZ()’
* () () (A1)
t = E = ZI'bCOS()
Eo ncos()+ 1 n2sirt()
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V y-z-plane

Abb. A.5: Re exion und Brechung an einer Grenzschicht. Die einfalleide Welle mit
Wellenvektor Ry wird an der Grenzschicht (y-z-Ebene, grau dargestellt, mit
Normalen-Vektor &,) re ektiert ( REA) und gebrochen (nicht dargestellt). Mit
seiner Projektion ke auf die x-y-Ebene schlie t Ky den Winkel ein (siehe
Abb. 4.8); desgleichen isﬂzg die Projektion von K{, auf die x-y-Ebene. Der
e ektive Strahl Ke tritim Winkel auf die Grenzschicht.

der Fresnel-Formeln beschrieben (hiemf E parallel zur Grenzschicht) [43]. Die
Amplitude der einfallenden Welle istE,, die der re ektierten EJ und die der ge-
brochenen WeIIeES‘? Der Winkel der einfallenden Welle zur Fhchennormalens,
ist . In Abb. A5 ist die Re exion an einer Grenzschicht ¥-z-Ebene) #r den
realen StrahlRy und den auf diex-y-Ebene projezierten,e ektiven\ Strahl K,
dargestellt (der gebrochene Strahl ist nicht eingezeichnefjVie in Abb. 4.8 ist

der Winkel zwischenky, und K. , und ist der Winkel von R. zur Flachennor-
malene, = €. Die re ektierten Strahlen sind jeweilsk& und Rg , welche sich
nach den Regeln der Spiegelung allg und K. ergeben. Der Brechungsindex des
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zweiten Mediums sen®= 1. Aus der Geometrie ergeben sich

cos( ) ! 0 cos( )
Ru=@ sin()A und kK = @ sin( ) A:
K, 0

Fur den Winkel zwischenky und &, (in Abb. A.5 nicht eingezeichnet) ergibt
sich dann

cos()= (_:OS_()z COS():nicos():
Ry ] nk n
In Glg. (A.11) eingesetzt erlmlt man nach einigen Umformungen
i Ne cos() 21 n2 sif( )+(n2 n2).
real g - ’
ne cos()+ 1 n2siP( )+(n2 n2) (A12)

t n 2Ne COS( )
real

ne cos()+ 1 n2 si( )+(n2 n2)

fur Re exions- und Transmissionskoe zient des realen Strahls.
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B Lineare N aherung f ur das e ektive Potential

Um fur das zweidimensionale dielektrische Kreisbillard die Fregazen der Re-
sonanzen mit radialer Quantenzahh, = 1 zu berechnen, wird das in Glg. (3.3)
eingekihrte e ektive Potential im folgenden durch ein Dreiecks-Ptential angem-
hert [80]. Dies erscheint sinnvoll, da zumindest die Resonanzenit n, = 1 direkt
am Rand des Billards lokalisiert sind undVe, in diesem Bereich einem Dreieck
sehrahnlich ist (siehe Abb. 3.4). Au erdem kann man davon ausgehen, ddie
Wellenzahlen der niedrigsten Resonanzen nicht vieber ki, = % liegen. Setzt
man daherknmi, in der Schedinger-Gleichung (3.2) in den energiealsimgigen Teil
des Potentials ein, erlalt man im Bereichr < R nach einigen Umformungen

2 1

1
e S = ()

Auf beiden Seiten wurde der konstante Ternk2, abgezogen, wodurch sich auf
der rechten Seite mit (k?) = k? k2. gerade die Abweichung des Eigenwerke
von k2. ergibt. In der Nahe des Rands kann nun das Potential linearisiert werden,

min

15

100

@p) (MHz)

50

theo
o

50 -

10 50 100 150
Azimuthal quantum number m

Abb. B.1: Vergleich von Naherung und exakter Rechnung éir die Resonanzfrequen-
zen. Aufgetragen ist die Dierenz = theo @pp) zwischen den nach
Glg. (2.9) exakt berechneten Frequenzen e, Und den mit Glg. (B.1) an-
gemherten Frequenzen in Ablangigkeit der azimuthalen Quantenzahlm.
Es wurdenn = 1:419 undR = 275 mm als Brechungsindex und Radius des
dielektrischen Billards verwendet. Die Naherung ist vor allem far heherem
recht gut; der relative Fehler betragt fur m 30 weniger als 1 %.
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und man erhalt
@ 1@ 2m2r R
@ r@r "R2 R
Beir = R hat V, einen Sprung, den man am einfachsten als unendlich hohe
Barriere approximieren lennte. Da die Wellenfunktionen jedoch in die Barriere
hineintunneln kennen, werden Neumann'sche Randbedingung%ﬁjrzR =0am
Rand des Billards eingefhrt.
Um eine analytische ®sung erhalten zu bnnen, wird der Term%@@rvernachhssigt.
Au erdem werden die dimensionslosen Variablefb= =F und 2 = (k?)R?
eingetihrt. In diesen lautet die Eigenwertgleichung

@ 2 2
= 2m2%+ 2 =0 :
@%

Durch eine weitere Variablentransformationx = (2 mz)%% " 2)2 erhalt man
m4)3

= (K9

schlie lich die Gleichung

@

@X%
welche durch die Airy-Funktion Ai (x) gelost wird. Resubstituiert man die Varia-
blen, erhalt man

X =0

!
r (k?)R?
R (ZmZ)%
als Loesung. Die linear unablangige Losung Bi (x) macht physikalisch keinen Sinn,

dasie tirr ! 0 exponentiell ansteigt. Aus den Neumann'schen Randbedingumge
erhalt man die Quantisierung

. R
m;n,=1 (I’) = Ai (Zmz)%

2
2y _ (2m?)s
(k)= Xo—pz—
wobeixo ' 1:0188 die erste Nullstelle vorfo*) ist [48]. Daraus folgt die Nihe-
rung q
cm .
loo) | = >R 1+25jxejn2m 3 (B.1)

fur die Resonanzfrequenzen zur radialen Quantenzahl = 1. Diese Naherung ist
erstaunlich genau, wie Abb. B.1 zeigt. Der relative Fehler gegeber den exakt
nach Glg. (2.9) berechneten Resonanzfrequenzen st fn 30 kleiner als 1 %.

Interessant ist, da der Abstand zwischen zwei Resonanzen |

d (a_|0p)=1 c q — 1 m 2
nur sehr schwach mitm variiert. Dabei ist = Z%jxojnz. Dies erkhart das fast
aquidistante Spektrum des dielektrischen Kreisbillards und see Ahnlichkeit mit
dem harmonischen Oszillator, dennef m 1 ist 7 ¢ konstant.

68



C Wellenfeldmessung und Streuung am St er-
kerper

Die in Abb. 4.7 beobachteten gelrmmten Linien sind keine Eigenschaft der un-
tersuchten Resonanzen / Wellenfelder, sondern werden durchedbtreuung am
Sterkerper verursacht (siehe Abschnitt 2.4). Dies zeigt sich bei Messuergoh-
ne Resonator: Um das in Abb. C.1 gezeigt@Vellenfeld\ zu messen, wurde der
Sterkerper (h =5 mm, d = 3 mm, NdFeB) auf eine ansonsten leere Kupferplatte
gestellt und zwei Dipolantennen dauber aufgemngt. Die Antennen sind als wei e
Kreise eingezeichnet, und die Farbskala gibt die gemessene Phaseschiebung in
Abhangigkeit des Ortes wieder. Man erkennt eine regetnige Struktur von konfo-
kalen Ellipsen, in deren Brennpunkten sich die Antennen be nae Dies ist genau
die Struktur, die man auch in Abb. 4.7 sieht, nur das dort der Téider Ellipsen
au erhalb des Resonators nicht gemessen wurde. Diese Ellipsesulgeren aus
der Interferenz der direkt zwischen den Antennembertragenen Wellen und der
am Sterkerper gestreuten Wellen. Die Geometrie ist in Abb. C.2 dargestelDie
beiden Antennen haben einen Abstand vod zueinander, und die am Sirkerper
gestreuten Wellen legen einen Weg vdn= | + |, zureick. Die Phasendi erenz der
direkten und gestreuten Wellen langt nur von | (bzw. | d) ab, und daher lie-
gen alle Punkte mit derselben Phasendi erenz / demselbdrauf einer Ellipse mit
den Antennen als Brennpunkten. In Anlehnung an die geometriseiKonstruktion
einer Ellipse mit Hilfe eines in den Brennpunkten befestigtenadens wird| im
Folgenden auch Fademinge genannt. Somit ergeben sich die Fadenbenl, fur
die Maxima auftreten, durch
0 e

| =d+ +2— =0;1,2:::
Dabei ist die Wellenknge,' ¢ eine zustzlich auftretende Phase und die ganze
Zahl die Ordnung der Ellipse. Dieser Zusammenhang konnte an versaeaen
Messungen besitigt werden. Die genaue physikalische Bedeutung vory ist noch
unklar. In verschiedenen Messungen mit verschiedenen Geonetrund Antennen
und bei verschiedenen Frequenzen zwischen 5 und 20 GHz ergab sireinstim-
mend' o' 36 . Es wird vermutet, da ' ( eine Streuphase ist. Dafr spricht, da
' o tatsachlich eine geringe Frequenzalimgigkeit aufweist (sinkt um einige Grad
mit steigender Frequenz). Die Ablngigkeit von' o von Geometrie und Material
des Swerkerpers ist noch nicht geldrt, und es sind weitere Untersuchungenuf ein
vollstandiges Versandnis dieses Verhaltensetig.
Tatsachlich weichen die Linien in Abbn. 4.7 und C.1 etwas von Ellgen ab, weil
sich in beiden Aufbauten Antennen und Sdrkerper nicht in derselben Ebene
befanden: Es ist eine etwas kompliziertere, dreidimensioeaBeschreibung not-
wendig. Beim Aufbau mit Resonator kommt au erdem noch die Vesingerung der
optischen Wegange durch den dielektrischen Resonator hinzu. Die Ausggung
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max

min

Abb. C.1: ,Wellenfeld-Messung ohne Resonator. Der Sirkerper wurde auf eine an-
sonsten leere Kupferplatte gesetzt und anschlie end die Pasenverschiebung
(siehe Farbskala) in Abhangigkeit des Ortes gemessen. Die beiden Antennen
wurden eber der Kupferplatte aufgehangt und sind als wei e Kreise einge-
zeichnet. Es ergibt sich eine regelmige Struktur von konfokalen Ellipsen
mit den Antennen als Brennpunkten, wie man sie auch bei den Wienfel-
dern in Abb. 4.7 sieht.

Perturbation body —,

\d

Antennae

Abb. C.2: Geometrie der Streuung am Serkerper. Die direkt mbertragenen Wellen
meissen den Abstandd zwischen den Antennenelberwinden, wahrend die
am Sterkerper gestreuten Wellen den Wegl = |1 + |, zurucklegen. Die
Phasendi erenz zwischen gestreuten und direkten Wellen angt nur von |
(bzw. | d) ab, weshalb alle Punkte mit derselben Phasendi erenz auf mer
Ellipse mit den Antennen als Brennpunkten liegen.
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der Ellipsen hangt davon ab, wie stark sich eine Resonanz vom Untergrund ab-
hebt: Da die Resonanzen mit grerem n, breiter und schwacher sind, sind in
Abb. 4.7 die Ellipsen bei den Resonanzen mit grerem n, starker ausgepagt.
Man kann die Ellipsen z.T. auch bei den in Abschnitt 3.5 vorgestétn Messun-
gen des Au enfelds beobachten. In einem geschlossenen Resondémegen sind
keine Ellipsen zu erkennen, da die an den &iden re ektierten Wellen die am
Sterkerper gestreuteneberlagern.
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