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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, theoretische Vorhersagen von Resonanzfrequen-
zen f•ur 
ache zylindrische dielektrische Resonatoren, welche auf der Einf•uhrung
eines e�ektiven Brechungsindexes beruhen, experimentell zu •uberpr•ufen. Derar-
tige Vorhersagen �nden unter anderem in Mikrolasern eine Anwendung. Dazu
wurden kreisf•ormige Mikrowellenresonatoren aus Te
on verwendet. Die Quanten-
zahlen der gemessenen Resonanzzust•ande wurden durch Messung der Wellenfelder
mit der sogenannten St•ork•orper-Methode identi�ziert und erlauben so einen di-
rekten Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen.
Im ersten Teil der Arbeit wurde ein Te
onkreis zwischen zwei Metallplatten gelegt
und untersucht. Durch die Metallplatten l•a�t sich das System exakt auf ein rein
zweidimensionales Problem reduzieren, welches analytisch gel•ost werden kann.
Dieses Experiment diente zur•Uberpr•ufung der experimentellen Me�technik. Die
gefundenen Abweichungen in den Resonanzfrequenzen im Vergleich zu den Vorher-
sagen konnten vollst•andig mit experimentellen Ungenauigkeiten erkl•art werden.
Im zweiten Teil wurde ein nur auf einer Metallplatte liegender Te
onkreis unter-
sucht. Dieses System kann durch Einf•uhrung eines e�ektiven Brechungsindexes,
den man durch Projektion des dreidimensionalen Strahlengangs auf eine Ebe-
ne erh•alt, nur n•aherungsweise auf ein zweidimensionales Problem zur•uckgef•uhrt
werden. Die starke Verschlechterung der G•uten dieses Resonators gegen•uber dem
Te
onkreis zwischen zwei Metallplatten konnte gut mit dem Modell eines e�ek-
tiven Brechungsindexes erkl•art werden. Die Abweichungen der gemessenen Reso-
nanzfrequenzen von den berechneten lie�en sich wie schon im ersten Teil durch
experimentelle Ungenauigkeiten erkl•aren.
Diese erste systematische•Uberpr•ufung des Modells eines e�ektiven Brechungs-
indexes an einem dielektrischen Mikrowellenresonator zeigte eine grunds•atzliche
•Ubereinstimmung zwischen dem Modell und den experimentellen Daten. Des Wei-
teren wurden die experimentellen Grundlagen f•ur eine genauere•Uberpr•ufung des
Modells durch Pr•azisionsexperimente gescha�en.
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1 Einleitung

Seit Anfang des 20. Jahrhunderts hat der Begri� des Chaos einen festen Platz in
der Physik gefunden. Klassisches Chaos wird dadurch charakterisiert, da� ein Sys-
tem f•ur minimale •Anderungen der Anfangsbedingungen bereits nach kurzer Zeit
ein v•ollig anderes Verhalten zeigt, d.h. es reagiert extrem emp�ndlich auf St•o-
rungen der Anfangsbedingungen. Diese Systeme sind im Prinzip eindeutig und
vollst•andig vorherbestimmt. Deshalb spricht man auch von deterministischem
Chaos [1]. In einem Quantensystem kann man aufgrund der Unsch•arferelation
nicht von Trajektorien sprechen. Chaotisches Verhalten wirdin diesen, z.B. in
Atomkernen [2{5], durch universelle spektrale Eigenschaftencharakterisiert [6{9].
Das Gebiet des Quantenchaos umfa�t zum einen statistische Eigenschaften des
Spektrums [6, 10], zum anderen aber auch semiklassische Zusammenh•ange mit
dem Phasenraum der analogen klassischen Systeme, wie sie z.B. durch Spurfor-
meln ausgedr•uckt werden [11{14]. Eine wichtige Klasse sowohl klassischer als auch
quantenmechanischer Modellsysteme f•ur Untersuchungen im Rahmen des Quan-
tenchaos sind sogenannte (zweidimensionale) Billards. Quantenbillards k•onnen
auch mit Analog-Experimenten an 
achen, (quasi-)zweidimensionalen Mikrowel-
lenkavit•aten, sogenannten Mikrowellenbillards, untersucht werden [15{18]. Hier
wird die Analogie zwischen der zweidimensionalen Schr•odinger-Gleichung und
der Helmholtz-Gleichung f•ur 
ache Mikrowellenresonatoren zwischen zwei paral-
lelen Leiterplatten benutzt. Experimente an dreidimensionalen Mikrowellenbil-
lards [19{22] haben gezeigt, da� die Eigenschaften chaotischer Quantensysteme
auf allgemeinere elektromagnetische Systeme•ubertragbar sind, weswegen man
auch von wellendynamischem Chaos spricht.
Dies stellt die Verbindung zu einem anderen Gebiet dar, das inden letzten Jahren
an Bedeutung gewonnen hat, n•amlich der Physik von Mikrolasern, die dielektri-
sche Resonatoren verwenden und eine Vielzahl von Anwendungsm•oglichkeiten
unter anderem in Kommunikationssystemen haben [23{28]. Hier gibt es eine Rei-
he von theoretischen Arbeiten, die sich z.B. mit dem Zusammenhang zwischen
dem Emissionsverhalten der Laser und der Struktur des klassischen Phasenraums
besch•aftigen [29{34], und auch einige Experimente an o�enen dielektrischen Mi-
krowellenresonatoren [35,36]. Der Vorteil von letzteren gegen•uber ersteren ist, da�
sich die Eigenmoden gut als Resonanzen im Frequenzspektrum bestimmen lassen
und auch eine Messung der Wellenfelder m•oglich ist [15,37{39].
Eine exakte theoretische Modellierung von Mikrolasern bzw. dielektrischen Reso-
natoren ist nur m•oglich, wenn die Resonatoren zweidimensional sind. Reale Mikro-
laser jedoch sind nicht zwischen Metallplatten bzw. Spiegeln eingebettet, weshalb
eine Reduktion der dreidimensionalen Helmholtz-Gleichung auf zwei Dimensio-
nen in diesen F•allen nur eine approximative Beschreibung erm•oglicht. Eine solche
Methode beruht auf der Einf•uhrung eines sogenannten e�ektiven Brechungsinde-
xes [23,25,40]. Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist es, dieGenauigkeit dieser
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N•aherungsmethode an einem dielektrischen Mikrowellenresonator zu •uberpr•ufen.
Dar•uber hinaus werden auch die statistischen Eigenschaften des Spektrums eines
dielektrischen Mikrowellenresonators untersucht.
Als Resonatoren wurden Kreisscheiben aus Te
on gew•ahlt, da sich die zweidi-
mensionale Helmholtz-Gleichung f•ur das dielektrische Kreisbillard analytisch l•osen
l•a�t. Aufgrund der Symmetrien des Kreises lassen sich die Resonanzen durch gute
Quantenzahlen charakterisieren, und die Konservierung der Strahlung im Kreis-
billard durch innere Totalre
exion f •uhrt zu hohen G•uten. Dies erlaubt es, einzelne
Moden als scharfe Resonanzen im Frequenzspektrum zu erkennen und sie durch
ihre Quantenzahlen zu charakterisieren. Die eindeutige Identi�zierung erm •oglicht
einen direkten Vergleich mit theoretischen Berechnungen. Zur Bestimmung der
Quantenzahlen wurden Wellenfelder mittels der St•ork•orper-Methode [39, 41, 42]
gemessen.
Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 werden die Grundlagen
zu (dielektrischen) Mikrowellenresonatoren sowie der Messung von Frequenzspek-
tren und Wellenfeldern zusammengefa�t. Auch auf die Grundlagen der spektralen
Statistik wird kurz eingegangen. In Kapitel 3 werden die Experimente an einem
zweidimensionalen Kreisbillard diskutiert. Sie dienten zur•Uberpr•ufung der expe-
rimentellen Technik durch Vergleich mit theoretischen Rechnungen und verscha�-
ten einen generellen Einblick in die Eigenschaften dielektrischer Billards. Au�er-
dem wurden die statistischen Eigenschaften des Spektrums untersucht. Kapitel 4
schlie�lich stellt die eigentlichen Experimente zur•Uberpr•ufung der Berechnungen
mit e�ektivem Brechungsindex vor. An einem mit der Geometrie von Mikrola-
sern vergleichbaren Aufbau wurden wiederum Frequenzspektrumund Wellenfel-
der gemessen und die Quantenzahlen identi�ziert. Das Prinzipdes e�ektiven Bre-
chungsindexes wird vorgestellt und es wird erl•autert, wie damit die Eigenmoden
berechnet werden k•onnen. Der Vergleich von berechneten und gemessenen Reso-
nanzfrequenzen zeigt eine gute qualitative•Ubereinstimmung, aber die Pr•azision
der Berechnungen konnte aufgrund der Unsicherheiten in den geometrischen Pa-
rametern des Aufbaus nicht abschlie�end beurteilt werden. InKapitel 5 werden
schlie�lich die Ergebnisse zusammengefa�t und weitere Experimente zur genaue-
ren Analyse vorgeschlagen.
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2 Experimentelle und theoretische Grundlagen

2.1 Elektrodynamik von Mikrowellenresonatoren

Die Maxwell-Gleichungen f•ur die elektrischen (~E) und magnetischen (~B) Felder
in einem linearen, isotropen Medium lauten in SI-Einheiten

~r ~E = �
� r � 0

~r � ~E = � @~B
@t

~r ~B = 0 ~r � ~B = � r � 0(� r � 0
@~E
@t + ~j );

(2.1)

wobei � r die relative elektrische und� r die relative magnetische Permeabilit•at des
Mediums,%freie elektrische Ladungen und~j freie Str•ome sind [43]. Daraus lassen
sich die allgemeinen Randbedingungen

~n � ( ~E (2) � ~E (1) ) = �
� r � 0

~n � ( ~B (2) � ~B (1) ) = 0
~n � ( ~E (2) � ~E (1) ) = 0 ~n � ( ~B (2) � ~B (1) ) = � r � 0~g;

an der Grenz
•ache zwischen zwei Medien 1 und 2 herleiten, wobei~n der Norma-
lenvektor zur Grenz
•ache (in Richtung Medium 2 zeigend) ist und� bzw. ~g die
Ober
 •achenladungen und -str•ome an der Grenz
•ache sind. Zwei wichtige Spezial-
f•alle sind die Randbedingungen an einem idealen Leiter und an der Grenz
•ache
zwischen zwei Dielektrika (mit� r = 1), wie z.B. zwischen Luft/Vakuum und Tef-
lon. Da sich in einem idealen Leiter keine dauerhaften Felderaufbauen k•onnen,
sich daf•ur aber Ober
•achenladungen und -str•ome ausbilden, die•au�ere Felder
vollst•andig kompensieren, gilt auf der Ober
•acheS eines idealen Leiters

~B? j@S= 0 ~Ekj@S= 0;

w•ahrend ~E? und ~Bk an der Grenz
•ache unstetig sind. An der Grenz
•ache zwischen
Dielektrika, welche weder Ober
•achenladungen noch -str•ome tragen k•onnen, sind
die Gr•o�en � r � ~E (i )

? , ~B (i )
? , ~B (i )

k und ~E (i )
k , i = 1; 2, stetig.

In Abwesenheit von freien Ladungen und Str•omen ergibt sich aus den Maxwell-
Gleichungen (2.1) die (vektorielle) Helmholtz-Gleichung

(� + k2
M )

� ~E
~B

�
= 0 (2.2)

mit der Wellenzahl im Medium kM = n !
c . Zusammen mit den oben genannten

Randbedingungen beschreibt sie die Felder in Mikrowellenresonatoren beliebiger
Geometrie. Die L•osungen f•ur die Felder ~E und ~B bezeichnet man als Eigen-
funktionen und die entsprechenden Wellenzahlen als Eigenwerte der Helmholtz-
Gleichung.
In einer zylindrischen Geometrie lassen sich die Zeit und diez-Komponente mit

3



dem Ansatz ~E; ~B / ei (kz z� !t ) von den transversalen Koordinatenx und y ab-
separieren [43]. In den meisten F•allen kann man die L•osungen entsprechend
ihrer Polarisation in T ransversalElektrische Moden mit Ez = 0, T ransversal
M agnetische Moden mitBz = 0 und T ransversalElektro-M agnetische Moden
mit Ez = Bz = 0 einteilen. Gibt es jedoch in transversaler Richtung Grenz
•achen
zwischen Dielektrika, bilden sich sogenannte Hybrid-Moden, weil die Randbedin-
gungen f•ur Ez und Bz nicht separieren [44]. F•ur TM-Moden lauten die Felder

Ez = 	( x; y)ei (kz z� !t ) ;

~E t = i kz

 2

~r t 	 ei (kz z� !t ) ;

~B t = ~B = i ! n 2


 2c2 (~ez � ~r t 	) ei (kz z� !t ) :

(2.3)

Mit ~A t = Ax~ex + Ay~ey werden die transversalen Komponenten eines Vektors~A
bezeichnet. Die Wellenfunktion 	 erf•ullt die skalare Helmholtz-Gleichung

(� t + 
 2)	 = 0 ; (2.4)

deren Eigenwert
 =
p

k2
x + k2

y gerade die transversale Komponente des Wellen-
vektors ist. In einem durch ideale Leiter umschlossenen Resonator oder Wellen-
leiter erf•ullt 	 die homogenen Dirichlet'schen Randbedingungen

	 j@S= 0:

Ein •ahnliches Resultat erh•alt man f•ur TE-Moden, wobei dann die Wellenfunktion
	 dem Bz-Feld entspricht und im Falle metallischer Randbedingungen die skalare
Helmholtz-Gleichung (2.4) mit homogenen Neumann'schen Randbedingungen er-
f•ullt. Die Kreisfrequenz! ergibt sich aus der (vom jeweiligen Medium abh•angigen)
Dispersionsrelation

! 2 =
c2

n2
(
 2 + k2

z) =
c2

n2
k2

M = c2k2 (2.5)

mit dem Brechungsindexn =
p

� r � r und der Vakuumwellenzahlk = kM
n . Die Fre-

quenz ist � = !
2� .

F•ur einen Resonator, der beiz = 0 und z = h mit einem idealen Leiter
abgeschlossen ist, ergeben sich unter Ber•ucksichtigung der Randbedingungen
@Ez
@z jz=0 = @Ez

@z jz= h = 0 f •ur TM-Moden die Felder

Ez = 	( x; y) cos (kzz)e� i!t ;

~E t = � kz

 2

~r t 	 sin ( kzz)e� i!t ;

~B = i ! n 2


 2c2 (~ez � ~r t 	) cos ( kzz)e� i!t ;

(2.6)

wobei kz durch
kz = �

�
h

mit � = 0; 1; 2; : : :
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quantisiert ist. F•ur kz = 0 ergeben sich dabei quasi-zweidimensionale Moden, bei
denenEz die skalare Helmholtz-Gleichung

(� t + k2
M )Ez = 0; Ezj@S= 0 (2.7)

erf•ullt. Die mathematische Analogie von Glg. (2.7) zur Schr•odinger-Gleichung f•ur
ein Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf wird zur Untersuchung von
chaotischen Quantensystemen in Analog-Experimenten mit 
achen Mikrowellen-
resonatoren (sogenanntenMikrowellenbillards) ausgenutzt [16{18].
F•ur TE-Moden ergeben sich die Felder analog, wobei jedochkz = � �

h mit
� = 1; 2; 3; : : : ist. Daher existieren unterhalb der Grenzfrequenz� 2D = c

2nh nur die
quasi-zweidimensionalen TM-Moden. TEM-Moden existieren nurin bestimmten
Geometrien, wie z.B. Koaxial-Kabeln, und sind hier nicht weiter von Belang.

2.2 Dielektrische Kreisbillards

Neben geschlossenen Billards mit ideal leitenden W•anden sind auch o�ene, di-
elektrische Billards von gro�em Interesse [31,33{36,45], da sie u.a. als Mikrolaser
verwendet werden. Von besonderem Interesse sind dabei die G•uten und die Inten-
sit•atsverteilung im Fernfeld [26,27,29,46,47]. Im einfachstenFall handelt es sich
um dielektrische Scheiben beliebiger Form, die in einer odermehreren Richtungen
nur von Luft umschlossen sind. In Abb. 2.1 ist die Seitenansicht der zwei in der vor-
liegenden Arbeit behandelten Aufbauten schematisch dargestellt: Bei Aufbau a)
handelt es sich um eine dielektrische Kreisscheibe, die zwischenzwei Metallplatten
liegt. Aufgrund der Randbedingungen an den Metallplatten existieren wie in Ab-
schnitt 2.1 dargelegt unterhalb der Grenzfrequenz� 2D nur quasi-zweidimensionale

Metal

Metal

Metal
Dielectric

Dielectric

Dielectrica)

b)

c)

Abb. 2.1: Seitenansicht der in dieser Arbeit behandelten Billards. Bei Aufbau a) be�n-
det sich eine dielektrische Kreisscheibe zwischen zwei Metallplatten. Unter-
halb der Grenzfrequenz� 2D existieren nur quasi-zweidimensionale Moden,
weshalb der Aufbau als zweidimensional bezeichnet wird unddie Moden
analytisch berechnet werden k•onnen. Bei Aufbau b) wurde die obere Me-
tallplatte weggelassen, weshalb er auch als halbo�ener Aufbau bezeichnet
wird. F •ur diese Geometrie existiert keine analytische L•osung der Helmholtz-
Gleichung. Die Draufsicht der Aufbauten ist in c) dargestellt.
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Moden, weshalb dieser Aufbau auch als zweidimensional bezeichnet wird. Die
Helmholtz-Gleichung f•ur dieses zweidimensionale dielektrische Kreisbillard kann
analytisch gel•ost werden (siehe Abschnitt 2.2). Bei Aufbau b) wurde lediglich die
obere Metallplatte entfernt. F•ur dieses halbo�ene dielektrische Kreisbillard kann
die Helmholtz-Gleichung nicht mehr analytisch gel•ost werden.
Da es keine geschlossene metallische Berandung gibt, kann Energie abgestrahlt
werden, so da� die Helmholtz-Gleichung L•osungen mit komplexen Eigenwerten
hat. Im Gegensatz zu den stehenden Wellen in einem geschlossenen Billard be-
stehen diese komplexen Wellenfunktionen aus einer stehenden Welle innerhalb
des Dielektrikums, deren Amplitude mit der Zeit exponentiellabf•allt, und einer
auslaufenden Welle (z.B. in Polarkoordinaten beschrieben durch eine Hankel-
Funktion H (i )

m (kr )) im Bereich au�erhalb des Dielektrikums. Da die auslaufen-
de Welle Energie transportiert, handelt es sich bei den Feldern au�erhalb des
Dielektrikums nicht um evaneszente Felder. Beide Wellen stehen •uber die in
Abschnitt 2.1 beschriebenen Randbedingungen an der Grenz
•ache des Dielek-
trikums in Beziehung zueinander. Die Randbedingung einer auslaufenden Welle
wird auch als Sommerfeld-Randbedingung bezeichnet [44]. Alternativ kann man
diese sogenannten quasi-gebundenen Moden auch mit Hilfe der Pole der entspre-
chenden Streumatrix berechnen [33,34].
Ein einfaches und analytisch l•osbares Beispiel f•ur ein dielektrisches Billard ist das
zweidimensionale dielektrische Kreisbillard mit RadiusR und Brechungsindexn
wie in Abb. 2.1a,c skizziert [31]. Unterhalb von� 2D existieren nur quasi-gebundene
TM-Moden entsprechend Glg. (2.6) mitkz = 0 und aus der kreisf•ormigen Geo-
metrie ergibt sich der Ansatz

	 (1) (r ) = E (1)
0 Jm (
 (1) r ) e� im' : r � R;

	 (2) (r ) = E (2)
0 H(1)

m (
 (2) r ) e� im' : r � R;

mit der Bessel-Funktion erster Art Jm (x) und der Hankel-Funktion erster Art
H(1)

m (x). Die azimuthale Quantenzahlm entspricht dem Drehimpuls L z = ~m.
Aus der Dispersionsrelation (2.5) ergibt sich (wegenkz = 0) 
 (1) = n
 (2) = nk
und somit f•ur die Wellenfunktion

	 (1) (r ) = E (1)
0 Jm (nkr ) e� im' : r � R;

	 (2) (r ) = E (2)
0 H(1)

m (kr ) e� im' : r � R:
(2.8)

Aus der Stetigkeit vonEk und B? an der Grenz
•ache folgt die Quantisierungsbe-
dingung

n J0
m (nkR) H(1)

m (kR) = J m (nkR) H0(1)
m (kR) (2.9)

f•ur die Vakuumwellenzahlk = !
c . Die Ableitungen J0

m (x) und H0(1)
m (x) sind nach

dem vollen Argument. Es gibt nur komplexe L•osungenk 2 , da es sich bei den
Hankel-Funktionen H(i )

m (x) um komplexe Funktionen handelt. F•ur eine Zeitabh•an-
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gigkeit e� i!t von ~E und ~B ist Im( ! ) < 0, und die G•ute ergibt sich zu [45]

Q = �
1
2

Re(! )
Im(! )

: (2.10)

Alle Moden mit m > 0 sind zweifach entartet mit

	 / e� im' bzw: /
�

cos (m' )
sin (m' )

:

Gem•a� der asymptotischen Entwicklung der Hankel-Funktionen [48]ist die aus-
laufende Welle f•ur Argumente jkjr � 1

	 (2) (r ) = E (2)
0

r
2

�kr
ei (kr � m�

2 � �
4 ) ;

und die Wellenfunktion scheint wegen Im(k) < 0 exponentiell anzusteigen. Jedoch
mu� man die Wellenfunktion als (aus-)laufende Welle betrachten, die am Ort r
erst f•ur Zeiten t � r

c existiert. Daher ist der Term kr � !t � 0, und somit die
Amplitude ei (kr � !t ) � 1; die Wellenfunktion ist also endlich gro� [34]. Der Faktor

1p
kr

spiegelt die Energieerhaltung in der abgestrahlten Welle wieder.

2.3 Frequenzspektren und Streumatrix

Die Eigenfrequenzen� � eines Mikrowellenresonators, welche den Eigenwerten
der Helmholtz-Gleichung (2.2) entsprechen, k•onnen experimentell mit Hilfe eines
Netzwerkanalysators bestimmt werden. Dazu wird•uber eine Antennea ein Signal
einer bestimmten Frequenz� in den Resonator eingekoppelt und mittels einer
Antenne b wieder ausgekoppelt.
Das System bestehend aus Resonator und Antennen kann als Streusystem auf-
gefa�t und mit •ahnlichen Methoden wie in der Kernphysik beschrieben wer-
den [38,49{53]. Dabei entsprechen die Antennen bzw. die daranangeschlossenen
Kabel den einzelnen Anfangs- und Endkan•alen und das MatrixelementSba(� ) der
Streumatrix der •Ubergangsamplitude von Kanala zu Kanal b. In der Umgebung
einer isolierten Resonanz� bei der Frequenz� � wird Sba gut durch

Sba(� ) = � ba � i

q
� a

� � b
�

� � � � + i � �

2

(2.11)

beschrieben [10,54]. In einer ideal leitenden Kavit•at summiert sich die Gesamtbrei-
te (FWHM) � � = � a

� + � b
� aus den Partialbreiten �a;b

� auf und entsteht aufgrund
der Energieverluste durch Auskopplung von Leistung an den beiden Antennen.
F•ur Dipolantennen, wie sie f•ur diese Arbeit verwendet wurden, gilt �a� / j ~E(~ra)j2,
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d.h. die Partialbreiten sind proportional zur Intensit•at des Feldes am Ort~ra der
Antennen [38,51]. Daher k•onnen (Dipol-) Antennen eine Eigenmode nur gut an-
regen, wenn die Feldintensit•at am Ort der Antenne nicht verschwindet.
Eine ideal leitende Kavit•at kann experimentell durch eine supraleitende Kavi-
t •at angen•ahert werden [10]. In einer normalleitenden Kavit•at dagegen kommen
Ohm'sche Verluste in den W•anden hinzu. Diese Verluste k•onnen als zus•atzlicher
Zerfallskanal [51] angesehen werden und f•uhren zu einer Erh•ohung der FWHM auf
� � = � �;a +� �;b +� 


� . Bei o�enen dielektrischen Resonatoren stellt die Abstrahlung
nach au�en einen weiteren Zerfallskanal mit der Breite �rad

� = � 2 Im(� � ) dar. Die
Imagin•arteile Im(� � ) der Eigenfrequenzen bzw. die nach Glg. (2.10) berechneten
G•uten beziehen sich ausschlie�lich auf die Strahlungsverluste. Des Weiteren geht
Leistung durch Absorption im Dielektrikum verloren entsprechend dem Imagi-
n•arteil des Brechungsindexes (�abs

� / Im(n)). Bei dem verwendeten Te
on ist die
Absorption jedoch vernachl•assigbar, weshalb auch in allen Rechnungen ein reeller
Brechungsindexn angenommen wird. F•ur die St•arke

jSba;b6= a(� � )j =
2
q

� a
� � b

�

� a
� + � b

� + � 

� + � rad

� + � abs
�

(2.12)

einer Resonanz leisten die Partialbreiten �a;b
� der Antennen und die Strahlungs-

verluste (� rad
� ) den wichtigsten Beitrag (siehe auch Abschnitt 3.6.1).

Ein Netzwerkanalysator mi�t gerade die•Ubergangswahrscheinlichkeit

jSba(� )j2 =
Paus

Pein

zwischen zwei Kan•alen / Antennen als Verh•altnis von ausgekoppelter zu eingekop-
pelter Leistung bei einer bestimmten Frequenz� . Ein vektorieller Netzwerkana-
lysator (VNA) mi�t au�erdem die Phasenverschiebung zwischen ein- und auslau-
fendem Signal, kann also die vollst•andigen, komplexenS-Matrixelemente Sba(� )
bestimmen. Die Funktion jSba(� )j2 gegen� aufgetragen wird als Frequenzspek-
trum bezeichnet. Im Weiteren wird unter anderem aus Darstellungsgr•unden auch
jSba(� )j als Frequenzspektrum verwendet. Entsprechend Glg. (2.11) zeigt es an
den Stellen� = � � der Eigenfrequenzen� � des Resonators scharfe Resonanzen,
sofern die entsprechenden Breiten �� nicht zu gro� sind. F•ur die vorliegende Ar-
beit wurde ein VNA vom Typ

"
HP 8510C\ verwendet.

2.4 St •ork •orper-Methode zur Messung von Wellenfeldern

Neben den Resonanzfrequenzen bzw. Eigenwerten k•onnen auch die Intensit•atsver-
teilungen der elektromagnetischen Felder bzw. das Quadrat der Eigenfunktionen
eines Mikrowellenresonators gemessen werden. Mit der sogenannten St•ork•orper-
Methode [42, 55] kannj ~Ej2 und/oder j ~B j2 am Ort eines kleinen St•ork•orpers ge-
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Intensity distribution

Thermostat

Positioning unit
Perturbation body

RF-Cabel

Set (x; y)

Get � �

� � ( x; y )

x
y

VNA

20 cm

Abb. 2.2: Oben: Schema der gesamten Apparatur f•ur die Wellenfeldmessungen. Ein
Rechner steuert die Positionierungseinheit und liest f•ur jeden Punkt die
Frequenzverschiebung �� am VNA ab. Daraus wird dann die Intensit •ats-
verteilung berechnet (hier f•ur ein Sinai-Billard dargestellt).
Unten: Foto der Positionierungseinheit mit dem Rahmengestell f•ur die Bil-
lards. Der umgebende Thermostat fehlt.
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messen werden. Diese Methode �ndet z.B. bei der Untersuchung von Mikrowel-
lenbillards [22,37,41,56{58] oder Beschleunigerkavit•aten [59,60] Anwendung. Die
Ver•anderung � � der Eigenfrequenz� 0 eines Resonators durch Einbringen eines
metallischen St•ork•orpers wird durch

� � = � 0(c1
~E 2 � c2

~B 2) mit c1;2 � 0

beschrieben [42,55]. Dabei sind~E und ~B die elektrischen und magnetischen Fel-
der der ungest•orten Eigenmode am Ort des St•ork•orpers. Die Konstantenc1 und
c2 h•angen stark von der Form des St•ork•orpers ab [42, 57]. F•ur dielekrische St•or-
k•orper [60,61] oder magnetischen Gummi [39,41] gilt n•aherungsweise f•ur die Fre-
quenzverschiebung �� / ~E 2.
F•ur diese Arbeit wurde der im Rahmen von [41] entwickelte Aufbau eingesetzt
(siehe Abb. 2.2). Dabei wird ein magnetischer St•ork•orper im Resonator von einem
Elektromagneten au�erhalb des Resonators gef•uhrt. Der F•uhrungsmagnet bzw.
der St•ork•orper kann mittels zweier Schrittmotoren und entsprechenden Steue-
rungseinheiten voll automatisiert von einem Computer auf einem (kartesischen)
Koordinatengitter bewegt werden. Die r•aumliche Au
 •osung der Messung ist durch
die Gr•o�e des St•ork•orpers, die zur Verf•ugung stehende Me�zeit und den Positio-
nierungsfehler begrenzt. Da der St•ork•orper durch den F•uhrungsmagnet

"
gezogen\

wird, hinkt dieser der Bewegung des F•uhrungsmagnets um 1{2 mm hinterher [57].
Die Frequenzverschiebung �� der Resonanzen wird von einem angeschlossenen
VNA gemessen. Sie wird•uber die Phasenverschiebung �' bestimmt [61], so da�
die Messung genau eines Datenpunkts zur Bestimmung von �� reicht. Da der
verwendete VNA f•ur 30 verschiedene Frequenzen gleichzeitig die Phasen messen
kann, k•onnen so die Felder von 30 Resonanzen in einer Messung aufgezeichnet
werden. Um den Temperatur-Drift von � � durch die thermische Ausdehnung des
Resonators zu minimieren, ist der gesamte Me�aufbau in einem Thermostaten
eingeschlossen [41].
Bei den hier vermessenen Billards be�ndet sich der St•ork•orper au�erhalb des
eigentlichen Resonators, welcher aus massivem Te
on besteht, und daher nicht
in einem stehenden Wellenfeld, sondern einem Strahlungsfeld.Der St•ork•orper im
Strahlungsfeld emittiert Dipolstrahlung, da seine Dimension (d ' 3 mm) deut-
lich kleiner als die Wellenl•ange � � 1:5 cm der Strahlung ist [43]. Die Leistung
der gestreuten Wellen h•angt in der Dipoln•aherung nur vom elektrischen Feld des
Strahlungsfelds am Ort des St•ork•orpers ab. Die Ver•anderung vonSba(� ) durch die
gestreuten Wellen wird als � ' = �arg( Sba) gemessen und liefert so das elektrische
Feld am Ort des St•ork•orpers.

2.5 Spektrale Statistik

Ein grundlegender und universeller Zusammenhang ist der zwischen der Dyna-
mik eines klassischen Systems und den statistischen spektralen Eigenschaften des
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entsprechenden quantenmechanischen Systems. F•ur zeitumkehrinvariante Syste-
me gen•ugt das Spektrum eines quantenmechanischen Systems mit regul•arer klas-
sischer Dynamik der Poisson-Statistik, und ein System mit chaotischer klassi-
scher Dynamik der Statistik der Zufallsmatrizen desGau�'schen Orthogonalen
Ensembles (GOE) [5,10,62]. Ersterer Zusammenhang wird auch alsBerry-Tabor-
Vermutung [11,63] und letzterer als Bohigas-Vermutung bezeichnet [6]. Aufgrund
der universellen G•ultigkeit werden die spektralen statistischen Eigenschaften auch
als Indikator f•ur Chaos bzw. Regularit•at in quantenmechanischen Systemen ver-
wendet.

2.5.1 Zustandsdichte und Weyl-Formel

Die Anzahl N (� ) der Zust•ande unterhalb der Frequenz� , auch als integrierte
Zustandsdichte bezeichnet, ist in einem geschlossenen, zweidimensionalen System
n•aherungsweise durch die Weyl-Formel

NWeyl (� ) =
A�
c2

� 2 �
U
2c

� + C (2.13)

gegeben [64{66]. Dabei istc die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit,A die Fl•ache und
U der Umfang des Billards, und das Vorzeichen des linearen Termsist abh•angig
von den Randbedingungen (+ f•ur Neumann'sche Randbedingungen und� f•ur
Dirichlet'sche Randbedingungen). Die KonstanteC enth•alt weitere Korrekturen
aufgrund der Geometrie. Nur der langsam mit der Frequenz variierende Anteil der
Zustandsdichte%= dN

d� des Systems wird durch%Weyl (� ) = d
d� NWeyl (� ) beschrie-

ben, da die Weyl-Formel (2.13) nur von den groben geometrischen Parametern
A und U abh•angt. Ersetzt man die Frequenz� durch NWeyl (� ), so erh•alt man
auf mittleren Abstand 1 reskalierte

"
Frequenzen\, deren statistische Eigenschaf-

ten f•ur generische Systeme universell sind [16]. Weitere Informationen •uber die
Eigenschaften eines Systems sind im 
uktuierenden Teil

%
uc (� ) = %(� ) � � Weyl (� )

enthalten. Berechnet man die FouriertransformierteF [%
uc (k)] = ~%
uc (x), so er-
h•alt man das sogenannte L•angenspektrumj ~%
uc (x)j. Die Maxima im L•angenspek-
trum liegen bei den L•angenx der periodischen Bahnen des klassischen Systems.
Sogenannte Spurformeln beschreiben den Zusammenhang zwischen %
uc und den
periodischen Bahnen mathematisch [12,13].

2.5.2 N •achste-Nachbar Abstandsverteilung

Ein grundlegendes Ma� f•ur die kurzreichweitigen Korrelationen in einem Spek-
trum ist die N•achste-Nachbar Abstandsverteilung (nearest neighbour spacing
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distribution, NND). Ist s der Abstand zwischen zwei benachbarten und auf mitt-
leren Abstand 1 reskalierten Eigenwerten undP(s) die relative H•au�gkeit, mit
der er auftritt, so wird die resultierende Verteilung f•ur regul•are Systeme durch
die Exponential-Verteilung

PPoiss(s) = e� s (2.14)

und f•ur chaotische Systeme durch die Wigner-Verteilung

PGOE (s) =
�
2

s e� �
4 s2

(2.15)

beschrieben [6]. Charakteristisch ist dabei das Verhalten der beiden Verteilungen
f•ur kleine Abst•andes: W•ahrendPGOE (0) = 0 ist, ist PPoiss(0) = 1, d.h. die Eigen-
werte eines chaotischen Systems sto�en sich ab, wohingegen die Eigenwerte eines
regul•aren Systems gr•o�tenteils dicht beieinander liegen. Es gibt dar•uber hinaus
auch Ma�e wie die � 2- und Dyson-Mehta Statistiken (� 3) f•ur die langreichweiti-
gen Korrelationen eines Spektrums [67].

12



3 Experimente an einem zweidimensionalen di-
elektrischen Kreisbillard

Zun•achst wurde das zweidimensionale dielektrische Kreisbillard eingehend un-
tersucht, um einen besseren Einblick in die Eigenschaften eineso�enen dielek-
trischen Billards zu erhalten. Da aus [68] bekannt ist, da� dieTheorie f•ur das
zweidimensionale dielektrische Kreisbillard in Abschnitt 2.2 exakt ist, konnten so
auch Fehlerquellen identi�ziert und ihre Bedeutung abgesch•atzt werden. Wie in
Abschnitt 2.1 skizziert, kann ein quasi-zweidimensionaler Aufbau realisiert wer-
den, indem das Dielektrikum zwischen zwei (unendlich) ausgedehnte Leiterplatten
gelegt wird (siehe Abb. 3.1).

3.1 Aufbau des Billards

Das Billard besteht aus einer kreisf•ormigen Scheibe aus Te
on (PTFE) von
5:05 mm H•ohe und einem Radius vonR = 275 mm, welche zwischen zwei qua-
dratischen Kupferplatten (Boden- und Deckplatte), jeweils5 mm dick und mit
665 mm Seitenl•ange, liegt. Abb. 3.1 zeigt die Seitenansicht des Aufbaus und eine
Skizze der Deckplatte. Am Rand der Kupferplatten be�nden sichacht Schrauben-
l•ocher, um Boden- und Deckplatte miteinander zu verschrauben. Um ein Absin-
ken der Platten am Rand zu vermeiden, wird um die Schrauben herum jeweils ein
5:05 mm hoher Te
onring als St•utze gelegt (in der Seitenansicht nicht eingezeich-
net). Alle Antennen sind in der N•ahe des Rands der Te
onscheibe angebracht,
da es sich bei den relevanten Moden des Kreisbillards um

"
whispering gallery

modes\ handelt [69], welche am Rand lokalisiert sind. F•ur die Antennen be�n-
den sich in der Deckplatte zehn Bohrungen bei unterschiedlichen Radien (bzgl.
des Mittelpunkts der Te
onscheibe / Deckplatte): Die Bohrungen Oa{e liegen
mit ihrem Mittelpunkt gerade au�erhalb der Te
onscheibe, die Bohrungen I lie-
gen oberhalb der Te
onscheibe bei Radien von 260{270 mm. In den Bohrungen I
wurden Te
on-ummantelte Antennen verwendet, die auf 5 mm abgeschnitten wur-
den, soda� sie direkt •uber der Te
onscheibe enden (•ahnlich wie in [66]). In den
Bohrungen O k•onnen auch Antennen verwendet werden, die in den Raum zwi-
schen den Kupferplatten hineinragen. Mit solchen Antennen wird eine gr•o�ere
St•arke der Resonanzen in den Transmissionsspektren erreicht. Da diese Antennen
jedoch bei der Messung der Au�enfelder dem St•ork•orper im Weg sind, wurden die
zuvorgenannten Antennen in den Bohrungen I verwendet.
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Abb. 3.1: Seitenansicht des zweidimensionalen Aufbaus und Skizze der Deckplatte.
Die 5:05 mm dicke Te
onscheibe mit Radius R = 275 mm liegt zwischen
Deck- und Bodenplatte. In der Skizze der Deckplatte ist sie als gepunkteter
Kreis eingezeichnet. Bei Deck- und Bodenplatte handelt es sich um 5 mm
dicke, quadratische Kupferplatten mit Kantenl •ange 665 mm. Am Rand sind
acht Schraubenl•ocher angebracht, um Boden- und Deckplatte miteinander
verschrauben zu k•onnen. In der Deckplatte sind au�erdem zehn Bohrun-
gen f•ur Antennen. Die f•unf Antennen-Bohrungen O liegen bei einem Radius
von 276 mm, soda� ihr Mittelpunkt gerade au�erhalb der Te
on scheibe ist,
die Bohrungen I1a,b bei einem Radius von 270 mm, die Bohrungen I2a,b
bei einem Radius von 265 mm und die Bohrung I3a bei einem Radius von
260 mm. Die Bohrungen f•ur Antennen und Schrauben sind in der Seitenan-
sicht nicht eingezeichnet.
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3.2 Messung des Brechungsindexes

Um einen genauen Vergleich mit den Berechnungen nach Glg. (2.9) durchf•uhren
zu k•onnen, mu� der Brechungsindexn des Te
ons pr•azise gemessen werden.

3.2.1 Me�prinzip und experimenteller Aufbau

Das Me�prinzip zur Bestimmung des Brechungsindexes beruht auf der Disper-
sionsrelation (2.5): Die Resonanzfrequenzen� Luft einer leeren Kavit•at werden mit
denen derselben, komplett mit Te
on ausgef•ullten Kavit •at (� PTFE ) verglichen. Der
Brechungsindex bei der Frequenz� PTFE ist dann gerade der Quotientn = � Luft

� PTFE
.

Die Vorteile dieser Me�methode sind die direkte Zug•anglichkeit der Me�gr•o�e
und die M•oglichkeit der Messung f•ur den gesamten experimentell zug•anglichen
Frequenzbereich. F•ur eine korrekte Messung mu� nat•urlich sichergestellt werden,
da� der Resonator auch wirklich vollst•andig mit Te
on ausgef•ullt ist. Da au�er-
dem die Resonanzfrequenzen beider Messungen einander zugeordnet werden sol-
len, m•ussen sie auch f•ur hohe Frequenzen gut au
•osbar sein, d.h. die Zustands-
dichte mu� klein genug sein. Dies wurde mit einem rechteckigen Resonator mit
40:9 mm Breite, 81:6 mm L•ange und 5 mm H•ohe realisiert. Im mit Te
on gef•ullten
Resonator wurden 33 Resonanzen bis 17:5 GHz identi�ziert mit einem Verh •altnis
der mittleren Breite h� i zum mittleren Abstand hDi der Resonanzen von

h� i
hDi

=
11:66 MHz
456:9 MHz

'
1
40

:

Ein entsprechendes Rechteck aus dem f•ur das dielektrische Kreisbillard verwende-
ten Te
on wurde in den Resonator eingepa�t. In Breite und L•ange pa�te es exakt
hinein, und der Unterschied in der H•ohe betrug maximal 0:03 mm.

3.2.2 Auswertung und Fehleranalyse

In Abb. 3.2 ist der gemessene Brechungsindex des Te
onrechtecks in Abh•angigkeit
der Frequenz� PTFE dargestellt. Der Mittelwert betr•agt hni = 1:41907 mit einer
Standardabweichung von� n = 0:00081. Eine deutliche Frequenzabh•angigkeit des
Brechungsindexes ist in Abb. 3.2 nicht zu erkennen. Daher (und zur Vereinfachung
der Rechnungen) wird in allen folgenden Rechnungen ein frequenzunabh•angiger
Brechungsindex von

n = 1:419

verwendet. W•ahrend der statistische Fehler� n verschwindend klein ist, gibt es
m•oglicherweise einen systematischen Fehler aufgrund einer imperfekten Anpas-
sung des Te
onrechtecks an die Kavit•at. Im Idealfall sind f•ur eine Resonanz ent-
sprechend Glg. (2.5)� Luft = c


2� und � PTFE = c 

2� n mit der Wellenzahl 
 als Eigen-

wert von Glg. (2.4), da in einem 
achen Resonator nur zweidimensionale Moden
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Abb. 3.2: Brechungsindex des Te
ons in Abh•angigkeit der Frequenz. Die Datenpunk-
te streuen gleichm•a�ig um den Mittelwert hni = 1 :41907 (waagrechte Linie),
weshalb der Brechungsindex im folgenden als frequenzunabh•angig angenom-
men wird. Die Standardabweichung betr•agt � n = 0 :00081.

existieren k•onnen. Existiert jedoch ein Luftspalt•uber dem Te
onrechteck, so gibt
es keine zweidimensionalen Moden mehr, sondern es kommt diez-Komponente
kz des Wellenvektors hinzu. Dann mi�t man mit dieser Methode statt des Bre-
chungsindexesn die Gr•o�e

� Luft

� PTFE
=

n
q

1 + k2
z


 2

: (3.1)

Die Felder und Eigenwerte f•ur einen Resonator mit Luftspalt sowie die dar-
aus resultierenden Korrekturen sind in Anhang A.1 berechnet. Mit den Werten
� Luft

� PTFE
= 1:419, h = 5 mm f•ur die H•ohe des Te
onrechtecks unda = 0:03 mm

f•ur die H•ohe des Luftspalts erh•alt man nach Glg. (A.6) n = 1:423. Der syste-
matische Fehler aufgrund eines etwaigen Luftspalts wird daher mit � n = 0:004
abgesch•atzt.

3.3 Gemessenes Frequenzspektrum

In Abb. 3.3 ist ein Ausschnitt des Frequenzspektrums des zweidimensionalen di-
elektrischen Kreisbillards dargestellt. Es weist eine deutliche Struktur aus fast
•aquidistanten Resonanzen auf, die anfangs mit der Frequenz schmaler und h•oher
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Abb. 3.3: Frequenzspektrum des zweidimensionalen dielektrischen Kreisbillards, ge-
messen mit Antennen in I1a und I1b. Au� •allig sind die (fast) •aquidistan-
ten Resonanzen, die f•ur kleine Frequenzen noch breit und niedrig sind, um
dann schmaler und h•oher zu werden. Im unteren Teil ist der Bereich von
5:5{9:5 GHz vergr•o�ert dargestellt. Man kann erkennen, da� ab 6:5 GHz
eine weitere Reihe von ebenfalls fast•aquidistanten, aber weniger hohen Re-
sonanzen hinzukommt, und ab 8:5 GHz noch eine dritte Reihe. Auch die
Resonanzen dieser beiden Reihen werden mit der Zeit schmaler und h•oher.

werden. Im vergr•o�erten Ausschnitt ist ab etwa 6:5 GHz eine weitere Reihe von
breiteren, weniger hohen Resonanzen erkennbar, die ebenfalls fast •aquidistant
sind, und ab 8:5 GHz eine dritte, zun•achst noch niedrigere Abfolge. Auch die
Resonanzen dieser beiden Reihen werden mit steigender Frequenz schmaler und
h•oher. Bei noch h•oheren Frequenzen kommt schlie�lich noch eine vierte Reihe
hinzu. Insgesamt erinnert das Spektrum an das eines mehrdimensionalen harmo-
nischen Oszillators. Um diese Struktur zu verstehen, wird im folgenden Abschnitt
die Quantisierungsbedingung (2.9) n•aher untersucht. In Abschnitt 3.5 wird dann
noch die Messung der Wellenfelder diskutiert, mit deren Hilfe die Quantenzahlen
der Resonanzen identi�ziert werden konnten.

3.4 Berechnetes Frequenzspektrum

3.4.1 Struktur der Wellenfunktionen

Um die L•osungen der Quantisierungsbedingung (2.9) besser zu verstehen, wird
im folgenden die Helmholtz-Gleichung in eine Schr•odinger-Gleichung mit einem
einfachen Potential umformuliert. Die skalare Helmholtz-Gleichung (2.4) lautet
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Abb. 3.4: F•ur ein dielektrisches Kreisbillard mit R = 275 mm und Brechungsindex
n = 1 :419 sind zur azimuthalen Quantenzahlm = 30 die Wellenfunktionen
(j	 j in a.u., durchgezogene Linie) f•ur die radialen Quantenzahlennr = 1{4
zusammen mit dem e�ektiven Potential Ve� (gestrichelte Linie) in Abh •an-
gigkeit des Radiusr dargestellt. Die gepunktete Linie bei Re(k2) gibt das
Null-Niveau von 	 an. Je h •oher die radiale Quantenzahlnr ist, desto n•aher
liegt der Realteil Re(k2) des Eigenwerts an der Spitze der Potentialbarriere
bei Ve� (R) = m2

R2 , und desto geringer ist die G•ute Q. •Ubersteigt die Frequenz
bzw. Wellenzahl den entsprechenden Wertkkrit = m

R , so verschlechtert sich
die G•ute stark.

f•ur das zweidimensionale dielektrische Kreisbillard
�

� @2

@r2 � 1
r

@
@r +

m2

r 2

�
	 (1) = n2k2	 (1) ;

�
� @2

@r2 � 1
r

@
@r +

m2

r 2

�
	 (2) = k2	 (2) :

Mit der Abk •urzung � r = @2

@r2 + 1
r

@
@r kann dies in eine Schr•odinger-Gleichung

[� � r + Ve� (r )] 	 = k2	 (3.2)

mit dem energieabh•angigen e�ektiven Potential

Ve� (r ) =
�

m2

r 2 � k2(n2 � 1) : r < R
m2

r 2 : r > R
(3.3)

18



umgeschrieben werden [31, 70]. Der Termm
2

r 2 ist die Drehimpulsbarriere. Wie
der energieabh•angige Term k2(n2 � 1) zeigt, stellt ein h•oherer Brechungsindex
ein attraktives Potential dar. Aufgrund dieses energieabh•angigen Terms existiert
bei dielektrischen Resonatoren keine exakte Analogie mehr zu der Schr•odinger-
Gleichung der Quantenmechanik [31, 71]. In Abb. 3.4 sind f•ur ein dielektrisches
Kreisbillard mit Radius R = 275 mm und Brechungsindexn = 1:419 f•ur die
azimuthale Quantenzahlm = 30 die Wellenfunktionen mit den radialen Quanten-
zahlennr = 1{4 zusammen mit dem e�ektiven Potential Ve� dargestellt. Je n•aher
der Eigenwertk2 an der Spitze der Potentialbarriere beiVe� (R) = m2

R2 liegt, desto
h•oher sind die Strahlungsverluste bzw. ist die Breite und desto schlechter ist die
G•ute, da die Wellenfunktion st•arker durch die Potentialbarriere tunnelt. Ist der
Eigenwert k2 > Vkrit = m2

R2 , also k > k krit = m
R , so sind die Strahlungsverluste

besonders hoch [30]. Aus der asymptotischen Enwicklung der Quantisierungsbe-
dingung (2.9) erh•alt man, da� die Breiten f•ur k ! 1 gegen den Grenzwert

lim
k!1

Im(k) = �
1

2nR
ln

�
n + 1
n � 1

�
= � 2:24 m� 1 ) � rad = 213:9 MHz

streben [70], unabh•angig von der azimuthalen Quantenzahlm. Weil der Eigen-
wert k2 in einem Bereich des Billards gr•o�er als das Potential Ve� (r ) sein
mu�, damit eine Eigenmode existieren kann, erh•alt man aus der Bedingung
k2

min = Ve� (R; kmin ) die minimale Wellenzahlkmin = m
nR , ab der dies m•oglich ist.

An den radialen Verteilungen vonj	 j in Abb. 3.4 erkennt man au�erdem, da� das
Maximum der Mode mit radialer Quantenzahlnr = 1 im lokalen Minimum des
Potentials und somit am Rand des Billards lokalisiert ist und die Wellenfunktio-
nen der h•oheren Moden zunehmend auch Anteile weiter im Inneren haben.Dieses
Verhalten resultiert aus dem Anteil der Drehimpulsbarriere inVe� und l•a�t sich
gut •uber (nicht unbedingt periodische) Bahnen im dielektrischenKreisbillard er-
kl•aren.

In Abb. 3.5 sind die Dreiecks- und die Zehnecks-Bahn als zwei Beispiele f•ur pe-
riodische Bahnen dargestellt. Die Dreiecks-Bahn verliert beijeder Re
exion Ener-
gie, da ihr Einfallswinkel � = 36� auf die Berandung kleiner als der Winkel
� krit = arcsin

�
1
n

�
' 44:7� f•ur innere Totalre
exion ist. Semiklassisch kann je-

der Mode ein Einfallswinkel

� (k; m) = arcsin
� m

nkR

�

zugeordnet werden [70,72], der die Eigenschaften der Mode qualitativ beschreibt.
F•ur konstantes m sinkt der Einfallswinkel � mit zunehmender radialer Quan-
tenzahl nr bzw. Wellenzahl k, daher geht ein gr•o�erer Anteil der Energie ver-
loren. Mit � sinkt auch der RadiusL = R sin (� ) der Kaustik, und die ent-
sprechende Wellenfunktion hat einen nichtverschwindenden Beitrag weiter im In-
neren des Billards, wie Abb. 3.4 zeigt. F•ur konstante radiale Quantenzahlnr
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Dreiecks-Bahn Zehnecks-Bahn

�
R

L

Abb. 3.5: Dreiecks- und Zehnecks-Bahn im dielektrischen Kreisbillard. Da der Einfalls-
winkel � = 36 � f•ur die Dreiecks-Bahn kleiner als der Winkel� krit ' 44:7� f•ur
innere Totalre
exion ist, wird ein Teil der Energie nach au� en abgestrahlt.
Die Kaustik (gepunkteter Kreis) hat einen Radius von L = R sin (� ). Die
Zehnecks-Bahn dagegen hat einen Einfallswinkel� > � krit . Wie die gepunk-
teten Pfeile andeuten hat aber auch sie Strahlungsverluste, da es an ge-
kr •ummten Ober
 •achen keine wirkliche Totalre
exion mehr gibt [72], diese
sind jedoch ungleich geringer.

steigt der Einfallswinkel � bzw. der RadiusL der Kaustik mit der azimuthalen
(Drehimpuls-) Quantenzahlm an, weshalb h•ohere Moden weiter au�en lokalisiert
sind und eine bessere G•ute haben. So wird auch die Bedeutung vonkkrit und kmin

klar, da � (kkrit ) = � krit und � (kmin ) = 90 � ist: Ein Einfallswinkel � > 90� macht
keinen Sinn, daher gibt es nur Moden mitk > k min , und ist k < k krit , so wird
die Strahlung durch innere Totalre
exion im Billard konserviert, wie z.B. bei der
Zehnecks-Bahn in Abb. 3.5. Tats•achlich weisen auch diese Moden Strahlungsver-
luste auf, da an gekr•ummten Ober
 •achen Modi�kationen der Fresnel-Koe�zienten
auftreten [72]. Es besteht somit eine emp�ndliche Abh•angigkeit der Strahlungs-
verluste bzw. G•uten von � . Folglich sind nur f•ur Wellenzahlenkmin < k < k krit

Moden mit hoher G•ute zu erwarten. Bei diesen handelt es sich um sogenannte

"
whispering gallery modes\ [34,69,73].

3.4.2 G •uten und Struktur des Frequenzspektrums

In Abb. 3.6 sind f•ur ein dielektrisches Kreisbillard mit RadiusR = 275 mm
und Brechungsindexn = 1:419 die theoretisch berechneten G•uten Q gem•a�
Glgn. (2.9, 2.10) dargestellt. Der•Ubersichtlichkeit halber sind nur Moden mit
radialen Quantenzahlennr = 1{4 und mit Q � 100 eingezeichnet. F•ur festesnr

sind die Moden nach wachsender azimuthaler Quantenzahlm geordnet, und die
G•uten steigen mit der Frequenz� bzw. mit m beinahe exponentiell an. Wie zu
erwarten nimmt die G•ute bei gleicher Frequenz oder azimuthaler Quantenzahl
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Abb. 3.6: Theoretisch berechnete G•uten Q in Abh •anigkeit der Frequenz f•ur ein
dielektrisches Kreisbillard mit Radius R = 275 mm und Brechungsindex
n = 1 :419. F•ur ein nr (� : nr = 1, � : nr = 2, +: nr = 3, � : nr = 4) sind die
Moden der azimuthalen Quantenzahl nach geordnet, und die G•uten nehmen
mit m bzw. der Frequenz fast exponentiell zu (die erste und letzteMode ist
jeweils mit ihrer azimuthalen Quantenzahl beschriftet). Mit zunehmender
radialer Quantenzahl dagegen nimmt die G•ute ab. Eigenmoden mit nr > 4
oder Q < 100 wurden zur besseren•Ubersicht in der Darstellung ausgelassen.

mit der radialen Quantenzahlnr ab. Diese Grundstruktur des Spektrums zeigt
sich auch in den experimentellen Daten (siehe Abschnitt 3.6).
Die Moden mit gleichemnr liegen fast •aquidistant; tats•achlich nimmt der Ab-
stand zwischen zwei Moden mit der Frequenz ein wenig ab. Dieses Verhalten l•a�t
sich f•ur nr = 1 gut durch Glg. (B.2) beschreiben. Beim = 50 ergibt sich aus
Glg. (B.2) � m+1 ;1 � � m;1 ' 127:4 MHz, was dem tats•achlich beobachteten Ab-
st•anden der Eigenmoden von 125{135 MHz gut entspricht. An Glg. (B.1) erkennt
man auch, da� die Resonanzfrequenzen mit kleiner werdendem Brechungsindexn
steigen. Gleichzeitig sinken die G•uten, da die H•ohe (n2 � 1)k2 der Potentialbar-
riere abnimmt, bis sie bein = 1 verschwindet. F•ur n ! 1 dagegen ergibt sich
der Grenzfall eines geschlossenen Kreisbillards mit homogenenNeumann'schen
Randbedingungen, da dann die Quantisierungsbedingung (2.9)in J0

m (nkR) = 0
•ubergeht. Insbesondere werden dann die Eigenwertek rein reell, da es keine
Strahlungsverluste mehr gibt.
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3.5 Wellenfeld-Messungen und Bestimmung von Quan-
tenzahlen

Die Wellenfelder des Billards wurden mit dem in Abschnitt 2.4 beschriebenen
Aufbau gemessen, um die Quantenzahlen (m; nr ) der einzelnen Resonanzen zu
bestimmen. Da die Te
onscheibe zwischen den beiden Kupferplatten liegt, kann
mit der St•ork•orper-Methode nur das Feld au�erhalb der Te
onscheibe vermessen
werden. Als St•ork•orper wurde ein magnetischer Zylinder (aus NdFeB) mit H•ohe
h = 3 mm und Durchmesserd = 3 mm verwendet. Die Wellenfelder wurden mit
einer Au
 •osung von 2:5 mm gemessen, was angesichts der Gr•o�e des St•ork•orpers
die maximal sinnvolle Au
•osung ist. Entsprechend wurden in einer Messung von
etwa 11 h Dauer f•ur 30 Resonanzen jeweils 18 814 Datenpunkte aufgenommen.
In Abb. 3.7 ist das Wellenfeld der Resonanz bei 11:321 GHz mit den Quanten-
zahlen m = 74 und nr = 3 abgebildet. Ein st•orender E�ekt ist der Tempera-
turdrift: Selbst im Thermostat variiert die Temperatur um einige 0:1� C, was zu
einer Verschiebung der Resonanzfrequenz und dadurch zu einemVersatz in � '
f•uhrt, welcher analytisch korrigiert wird [41]. Dies gelingtnicht perfekt, sondern

0

1

In
te

ns
ity

Abb. 3.7: Gemessenes Wellenfeld der Resonanz bei 11:321 GHz (nur Au�enfeld). Auf-
getragen ist die Intensit•at/Phasenverschiebung in Abh•angigkeit des Ortes
(siehe Farbskala). Der vermessene Bereich ist 59:25 cm breit und 58:0 cm
hoch, nur der Bereich innerhalb der Te
onscheibe konnte nicht vermessen
werden. Alle Wellenb•auche sind klar erkennbar und man kann somit die
Quantenzahlenm = 74 und nr = 3 gut bestimmen.
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f•uhrt zu den in Abb. 3.7 erkennbaren leichten Fluktuationen von Untergrund und
Amplitude.
Die azimuthale Quantenzahl einer Resonanz wird im Wesentlichen durch Abz•ah-
len der Wellenb•auche (d.h. Bereiche mit hoher Intensit•at) in azimuthaler Rich-
tung bestimmt. Da j	 m;n r (r; ' )j2 / cos2 (m' ) = 1

2 [1 + sin (2m' )] ist, hat das
Wellenfeld 2m Wellenb•auche. Bei der Auswertung der Wellenfelder zeigt sich wie
in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, da� die Resonanzfrequenzen (f•ur festesnr ) mit
m steigen. Dieser Umstand erlaubt auch die Identi�zierung von Resonanzen, de-
ren Wellenfeld nur undeutlich vermessen werden konnte und erm•oglicht es, die
Konsistenz der Auswertung der Quantenzahlen zu•uberpr•ufen. Eine direkte Be-
stimmung der radialen Quantenzahlnr ist nicht m•oglich, da die Struktur der
Au�enfelder keinen R•uckschlu� auf nr erlaubt. Daher wird die radiale Quanten-
zahl durch Vergleich der St•arke der Resonanz mit der der umgebenden Resonanzen
im Frequenzspektrum (siehe Abb. 3.8) und deren Quantenzahlen bestimmt.

3.6 Analyse des gemessenen Frequenzspektrums

3.6.1 Quantenzahlen und G •uten

In Abb. 3.8 ist der Ausschnitt von 6:2{7:8 GHz des Frequenzspektrums aus
Abb. 3.3 dargestellt. Zu jeder Resonanz sind die Quantenzahlen (m; nr ) ange-
geben, die anhand der Wellenfelder identi�ziert wurden. Wie nach Abschnitt 3.4
zu erwarten, handelt es sich bei den h•ochsten und schmalsten Resonanzen um jene
mit radialer Quantenzahl nr = 1, und diese sind nach der azimuthalen Quanten-
zahlm geordnet. Ab 6:5 GHz sind au�erdem etwas breitere Resonanzen mitnr = 2
zu sehen und ab 7:3 GHz nochmals breitere Resonanzen mitnr = 3, auch jeweils
nachm geordnet. Nur bei h•oheren Frequenzen gibt es einige Resonanzen, die man
aufgrund ihrer Quantenzahlen bei einer anderen Frequenz erwarten w•urde. Diese
Ausrei�er sind wahrscheinlich auf Ungenauigkeiten und St•orungen im experimen-
tellen Aufbau zur•uckzuf•uhren.
Deutlich erkennbar ist der erwartete Unterschied in den G•uten bzw. St•arken der
Resonanzen f•ur die verschiedenen radialen Quantenzahlen. Die gemessenen G•uten
sind in Abb. 3.9 f•ur Frequenzen von 2{21 GHz dargestellt: W•ahrend die G•uten
Q im Bereich von 2{6 GHz •ahnlich wie nach der Theorie zu erwartet steigen
(siehe Abb. 3.6), gehen sie danach bei einem Wert von 2000{4000 in eine S•atti-
gung •uber, statt wie in Abb. 3.6 weiter exponentiell anzusteigen. Dies liegt am
Beitrag der Partialbreiten � a;b der Antennen und der Ohm'schen Verluste �
 zu
den Gesamtbreiten �, welche Werte im Bereich von 4{10 MHz annehmen. W•ah-
rend also die Strahlungsverluste im unteren Frequenzbereich dominieren, werden
die G•uten bzw. Breiten im oberen Frequenzbereich vor allem von den Ohm'schen
Verlusten in den Kupferplatten und den Verlusten an den Antennen bestimmt,
da dort � rad ! 0 geht. Im Bereich um 7 GHz und im Bereich um 9 GHz nehmen
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Abb. 3.8: Ausschnitt von 6:2{7:8 GHz eines gemessenen Frequenzspektrums. Es sind
die Quantenzahlen (m; n r ) eingetragen. Wie aus der Theorie in Abschnitt 3.4
zu erwarten, haben die st•arksten Resonanzen radiale Quantenzahlnr = 1.
Des weiteren gibt es ab 6:5 GHz breitere, schw•achere Resonanzen mitnr = 2
und nochmals breitere Resonanzen mitnr = 3 ab 7:3 GHz. F•ur festesnr neh-
men die Resonanzfrequenzen erwartungsgem•a� mit der azimuthalen Quan-
tenzahl m zu. An den Flanken der Resonanzen mit Quantenzahlen (46; 1)
und (47; 1) deuten sich noch Resonanzen mitnr = 2 an, deren Wellenfelder
aber nicht gemessen werden konnten.

Frequency (GHz)

Q nr = 2 nr = 3

5 10 15 20
101

102

103

104

Abb. 3.9: Gemessene G•uten in Abh•angigkeit der Frequenz. Im Bereich von 2{6 GHz
steigen die G•uten von einigen hundert auf etwa 2000 an, um bei Werten
zwischen 2000 und 4000 (� = 4� 10 MHz) in eine S•attigung •uberzugehen.
Die beiden Ausl•aufer unterhalb des Plateaus um 7 GHz und um 9 GHz
herum stammen von Resonanzen mit radialen Quantenzahlennr = 2 und
nr = 3.
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einige G•uten Werte unterhalb des Plateaus an. Sie r•uhren von den Resonanzen
mit nr = 2 und nr = 3 her, welche ebenfalls die oben beschriebene Wandlung
durchlaufen. Alles in allem stimmt die Struktur des gemessenen Spektrums somit
qualitativ gut mit der in Abschnitt 3.4 beschriebenen theoretischen•uberein. Ein
quantitativer Vergleich der Resonanzfrequenzen folgt im n•achsten Abschnitt.

3.6.2 Gemessene und berechnete Resonanzfrequenzen

Mit Hilfe der Messungen der Wellenfelder konnten insgesamt 275 Resonanzen im
Bereich von 2:3{17:9 GHz mit Quantenzahlenm = 16{137 und nr = 1{4 ein-
deutig identi�ziert werden. In Abb. 3.10 ist die Di�erenz � � = � exp � � theo zwi-
schen den gemessenen und den theoretisch berechneten Frequenzen dargestellt.
Die Frequenzen� theo wurden numerisch aus Glg. (2.9) mit dem gemessenen Bre-
chungsindexn = 1:419 und RadiusR = 275 mm berechnet. Generell zeigt sich
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Abb. 3.10: Vergleich von gemessenen und theoretisch berechneten Resonanzfrequen-
zen. Die Di�erenz � � zwischen gemessenen (� exp) und theoretisch berech-
neten Frequenzen (� theo) ist •uber � theo aufgetragen. Die Daten weichen sys-
tematisch von der Vorhersage ab und liegen f•ur jede radiale Quantenzahl in
etwa auf einer Gerade (� : nr = 1, � : nr = 2, +: nr = 3 und � : nr = 4). Die
kleinen Zahlen kennzeichnen jeweils die azimuthale Quantenzahl m einiger
Resonanzen.
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eine deutliche und systematische Abweichung von der Vorhersage;mit wenigen
Ausnahmen liegen alle Datenpunkte 20{100 MHz•uber den berechneten Werten.
Demgegen•uber betr•agt der Abstand zwischen zwei Resonanzen mit gleichemnr

etwa ' 120{135 MHz. Es fallen mehrere Merkmale auf: Bis auf die zuvorerw•ahn-
ten Ausrei�er liegen die Punkte f•ur ein nr jeweils ann•ahernd auf einer Gerade,
die Abweichungen steigen mit der Frequenz an und sie sind f•ur h•oherenr gr•o�er.
Diese Abweichungen k•onnen durch einen Luftspalt zwischen Te
onscheibe und
Kupferplatte erkl•art werden, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

3.6.3 Analyse der Wirkung des Luftspalts

Die Bodenplatte des Resonators liegt nur an den Seiten auf demRahmengestell
auf (siehe Abb. 2.2). Luftspalte zwischen der Te
onscheibe und den Kupferplat-
ten entstehen, weil die Bodenplatte sich st•arker durchbiegt als die Te
onscheibe.
Um einen Eindruck von Form und Gr•o�e des Luftspalts zu erhalten, wurde die-
ser an dem in Abb. 3.11 (nicht ma�stabsgetreu) dargestellten Aufbau vermessen.
Die Te
onscheibe liegt zwischen den beiden Kupferplatten, welche an zwei Seiten
auf Tr•agern aufliegen. Dies ist anders als bei den Messungen der Frequenzspek-
tren und Wellenfelder, bei denen die Bodenplatte an drei Seiten auflag. An dem
Aufbau aus Abb. 3.11 wurden nun an der Vorderseite jeweils die Dicke der Kup-
ferplatten (d1 und d2) gemessen und die H•ohe hges des gesamten Aufbaus. Aus

Copper plate

Copper plate
Te
on disc

Support

d1

d2

dh g
es

0
x

550 mm
665 mm

5:75 cm 60:75 cm

Abb. 3.11: Schematische Seitenansicht des Aufbaus. Die Te
onscheibeliegt zwischen
den beiden Kupferplatten, wobei die Deckplatte am Rand durch die
(Te
on-) St •utzen gehalten wird. Die Bodenplatte liegt an zwei Seiten auf
Tr •agern auf. Aus Darstellungsgr•unden ist die Zeichnung nicht ma�stabs-
getreu und die Schrauben sowie die Antennenbohrungen in derDeckplatte
wurden weggelassen. Die Dicke der Kupferplatten istd1 und d2, d der Ab-
stand der Kupferplatten zueinander und hges die H•ohe von Kupferplatten
und Te
onscheibe zusammen. Die Kr•ummung aufgrund des Eigengewichts
der Komponenten und die daraus resultierenden Luftspalte sind nicht dar-
gestellt.
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Abb. 3.12: Me�ergebnisse zur Absch•atzung des Luftspalts. Am Aufbau in Abb. 3.11
wurden jeweils die Gesamth•ohe hges (oberer Graph) und die Dicken d1;2

der beiden Kupferplatten (mittlerer Graph) in Abh •angigkeit des Ortesx
gemessen. Anhges wurde eine Parabel zweiten Grades angepa�t (durchge-
zogene Linie) und f•ur d1 (� ) und d2 (� ) jeweils eine Ausgleichgerade be-
stimmt (gestrichelte und gepunktete Linien). Aus der Di�er enz (der ange-
pa�ten Kurven) wurde der Abstand d der beiden Kupferplatten berechnet
(unterer Graph). Die gestrichelte Linie im untersten Graph verbindet die
Punkte am Rand der Te
onscheibe (f•ur einen Querschnitt in der Mitte des
Aufbaus) bei x = 5 :75 cm und x = 60:75 cm. Die Di�erenz zwischen der
Parabel und der gestrichelten Linie ist dann gerade der Luftspalt, welcher
in der Mitte knapp 0 :3 mm hoch ist.

der Di�erenz ergibt sich der Abstand d = hges � d1 � d2 zwischen den Kupfer-
platten in Abh•angigkeit des Ortesx. Die Me�ergebnisse sind in Abb. 3.12 darge-
stellt: An die Gesamth•ohehges wurde eine Parabel zweiten Grades angepa�t und
an d1 und d2 jeweils eine Ausgleichsgerade. Der Me�fehler f•ur alle Datenpunkte
hges; d1;2 betr•agt etwa 0:05 mm. Aus der Di�erenz der angepa�ten Kurven wurded
berechnet. Die gestrichelte Linie im untersten Graph verbindet die beiden Punk-
te bei x = 5:75 cm und 60:75 cm, wo sich der Rand der Te
onscheibe be�ndet:
Wenn man davon ausgeht, da� dort die Kupferplatten und die Te
onscheibe direkt
aufliegen, ergibt sich aus der Di�erenz zwischen der Parabel und der gestrichelter
Linie gerade die H•ohe a(x) des Luftspalts, welche an der h•ochsten Stelle knapp
0:3 mm betr•agt. Da� der Wert von d bei x = 5:75 cm mit etwa 4:8 mm weniger
als die H•ohe der Te
onscheibe vonh = (5 :05� 0:05) mm betr•agt, l•a�t sich zum
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einen mit der Aufsummierung der verschiedenen Me�fehler zu �d = 0:09 mm und
zum anderen mit der Elastizit•at des Te
ons erkl•aren, welches unter dem Gewicht
der Deckplatte zusammengedr•uckt wird. Wie schon erw•ahnt ist zu beachten, da�
die Messung des Luftspalts nicht an demselben Aufbau durchgef•uhrt wurde, an
dem die im vorigen Abschnitt vorgestellten Frequenzspektren und Wellenfelder
gemessen wurde, da sich der Ein
u� des Luftspalts auf die Me�ergebnisse erst
w•ahrend der Auswertung der Daten herausstellte. Die Daten in Abb. 3.13 sind
daher nicht als exakte Messung zu verstehen, sondern geben nur einen Hinweis auf
die Gr•o�enordnung von 0:25{0:3 mm des ann•ahernd parabelf•ormigen Luftspalts.

Der Luftspalt am Aufbau f•ur die Messungen von Frequenzspektren und Wellenfel-
dern l•a�t sich aus den Abweichungen �� zwischen gemessenen und berechneten
Resonanzfrequenzen wie folgt bestimmen: Der Ein
u� eines Luftspalts auf die
Resonanzfrequenz wird durch Glg. (A.4) beschrieben. Man kann aus den gemes-
senen Frequenzen� exp = � (a > 0) und den theoretisch berechneten Frequenzen

r (mm)

a
(m

m
)

230 240 250 260 270
0:01

0:04

0:07

0:10

(27 ; 1)

(43 ; 2)

(52 ; 3)

(75 ; 4)

(94 ; 4)

(109 ; 3)

(115 ; 2)

(123 ; 1)

Abb. 3.13: Luftspalth •ohe a in Abh •angigkeit des Radius r . Aus den Abweichungen
zwischen � exp und � theo wurde f•ur jede Resonanz einzeln die H•ohe a des
Luftspalts nach Glg. (3.4) berechnet und •uber dem Radius r der Loka-
lisierung der Resonanz gem•a� Glg. (3.5) aufgetragen. Die durchgezogene
Linie ist eine zu r = 0 symmetrische Parabel zweiten Gradesa�t (r ), die
an die Datenpunkte angepa�t wurde. Um eine sinnvolle Anpassung zu er-
reichen, wurden einige Ausrei�er (im Vgl. zu Abb. 3.10) weggelassen. Bei
einigen Resonanzen sind die Quantenzahlen (m; n r ) angegeben (� : nr = 1,
� : nr = 2, +: nr = 3 und � : nr = 4).
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� theo = � (a = 0) die H•ohe des Luftspalts

a =
h

1
2(n2 � 1) � theo

� � + 1
(3.4)

ausrechnen, die die gemessene Frequenzabweichung �� erkl•art. Die H•ohe der Tef-
lonscheibe betr•agt hier h = 5:05 mm und der Brechungsindex istn = 1:419. W•ah-
rend Glg. (A.4) von einem homogenen Luftspalt ausgeht, ist die H•ohe des Luft-
spalts tats•achlich vom Ort abh•angig. N•aherungsweise ist sie konstant f•ur einen
festen Abstand vom Mittelpunkt der Kreisscheibe, also bei gegebenem Radiusr .
Nun sind die Wellenfunktionen (insbesondere mitnr = 1) sehr stark am Rand
lokalisiert (siehe Abb. 3.4). Daher kann man annehmen, da� die H•ohe des Luft-
spalts am Radius ihrer Lokalisierung entscheidend ist. Wenn manden Radius der
Lokalisierung •uber

r =

RR
0 j	 m;n r (r 0)j2 r 0dr0

RR
0 j	 m;n r (r 0)j2 dr0

(3.5)

de�niert, erh •alt man f•ur jede Resonanz die Luftspalth•ohea und den Radiusr ihrer
Lokalisierung, also die Luftspalth•ohea(r ) in Abh•angigkeit des Radius. Dies ist in
Abb. 3.13 dargestellt: F•ur knapp 250 Resonanzen ist jeweils die nach Glg. (3.4) be-
rechnete H•ohea des Luftspalts•uber dem gem•a� Glg. (3.5) (aus den theoretischen
Wellenfunktionen 	 m;n r ) berechneten Radiusr aufgetragen. Wie zu erwarten ist
der Radius f•ur gr•o�ere nr geringer und steigt mit m an. An diese Datenpunkte
wurde eine zur = 0 symmetrische Parabel zweiten Gradesa�t (r ) angepa�t. Um
eine sinnvolle Anpassung berechnen zu k•onnen, wurde eine Reihe von Ausrei�ern
aus Abb. 3.10 weggelassen. Aus der resultierenden Anpassunga�t (r ) erh•alt man

a�t (0) = 0 :18 mm und a�t (R) = 0 :02 mm:

Dieses Resultat stimmt mit der oben gemachten Annahme, da� die Kupferplat-
te am Rand exakt au
iegt, gut •uberein und liefert f•ur die maximale H•ohe des
Luftspalts einen Wert, der unterhalb der oben abgesch•atzten Luftspalth•ohe liegt.
Tats•achlich untersch•atzt Glg. (3.4) die H•ohea des Luftspalts ein wenig, aber die
N•aherung stimmt in dem hier betrachteten Wertebereich noch sehr gut.
Aus der angepa�ten Kurve a�t (r ) und den theoretischen Frequenzen� theo wur-
den •uber Glg. (A.4) die entsprechenden korrigierten Frequenzen� korr

theo berechnet.
Mittelwert und Standardabweichung der Di�erenz �� = � exp � � korr

theo zwischen ge-
messenen (� exp) und angepa�ten Resonanzfrequenzen� korr

theo betragen

h�� i = 0:116 MHz und � �� = 1:689 MHz:

Die gemessenen Abweichungen k•onnen also vollst•andig durch den Luftspalt zwi-
schen Te
onscheibe und Kupferplatten erkl•art werden. Dazu mu�te lediglich die
symmetrische Parabela�t berechnet werden (zwei zus•atzliche Parameter), welche
in Form und Gr•o�e gut mit dem gemessenen Luftspalt•ubereinstimmt. Obwohl die
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tats•achliche Gr•o�e des Luftspalts an dem Aufbau, an dem Frequenzspektren und
Wellenfelder gemessen wurden, nicht genau bekannt ist, kann trotzdem von einer
guten •Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment gesprochen werden.
Dies best•atigt sich auch dadurch, da�a�t (r ) nur geringf•ugig von den Unsicherhei-
ten � n, � R und � h der experimentellen Parameter abh•angt.

3.6.4 Re
exionen an den o�enen Enden der Kupferplatten

An dem •Ubergang, an dem die Kupferplatten aufh•oren und der freie Raum be-
ginnt, wird aufgrund der dortigen Randbedingungen ein Teilder abgestrahlten
Leistung zur•uck in den Resonator re
ektiert, w•ahrend in der Theorie die auslau-
fende Welle ungest•ort propagiert und es keine einlaufende Welle gibt [36]. Um
den E�ekt der Re
exionen abzusch•atzen und von den durch Luftspalte indu-
zierten •Anderungen der Resonanzfrequenzen zu unterscheiden, wurde zuerst ein
Frequenzspektrum eines Aufbaus ohne Absorbermaterial aufgenommen, dann Ab-
sorbermaterial (Schaumsto�material

"
C-RAM AR\, [74]) ca. 1 cm tief zwischen

die Kupferplatten gestopft und ein weiteres Frequenzspektrum aufgenommen. In
Abb. 3.14 ist ein Vergleich der Resonanzfrequenzen mit (� mit ) und ohne (� ohne)
Absorbermaterial dargestellt. Zun•achst einmal ist festzuhalten, da�� mit > � ohne

ist, d.h. die Re
exionen an den o�enen Enden f•uhren zu einer Absenkung der
Resonanzfrequenzen. Der E�ekt betr•agt etwa � � = 0:5 MHz

GHz � � mit und ist ins-

� mit (GHz)

�
�

=
� m

it
�

� o
hn

e
(M

H
z)

� 4

0

2

4

8

8

12

14 20

Abb. 3.14: Unterschied � � der Resonanzfrequenzen des Aufbaus mit und ohne Absor-
bermaterial. Die Resonanzfrequenzen mit Absorber sind um bis zu 10 MHz
h•oher und der Unterschied betr•agt etwa � � = 0 :5 MHz

GHz � � mit .
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gesamt relativ schwach (maximal 10 MHz bei einer Frequenz von 20GHz) im
Vergleich mit dem E�ekt des Luftspalts (bis zu 50{80 MHz bei 18 GHz, siehe
Abb. 3.10). Au�er der Verschiebung der Resonanzfrequenzen sind keine Ver•ande-
rungen im Spektrum zu erkennen. Insbesondere die Breiten und Amplituden der
Resonanzen sind f•ur beide Spektren mit und ohne Absorbermaterial weitestge-
hend identisch. Insgesamt kann der Ein
u� der Re
exionen dahergegen•uber den
St•orungen durch Luftspalte als zweitrangig betrachtet werden. Allerdings sind die
hier angegebenen Werte nur als Gr•o�enordnung zu verstehen, da die St•utzen bzw.
Schrauben an den R•andern nicht abgeschirmt wurden. Es sind weitere Messungen
mit einem optimierten Aufbau f•ur eine genauere Quanti�zierung notwendig.

3.7 Spektrale Statistik des dielektrischen Kreisbillards

3.7.1 N •achste-Nachbar Abstandsverteilung

Da ein Kreis ein regul•ares System darstellt, wird erwartet, da� die Statistik der Re-
sonanzfrequenzen des hier untersuchte dielektrische Kreisbillard mit der Poisson-
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Abb. 3.15: Integrierte NND f •ur das dielektrische Kreisbillard. Die experimentellen Da-
ten (durchgezogene Linie) bestehen aus einem Satz von 445 Resonanzen
im Bereich von 2:3{21 GHz. Die gepunktete Linie entspricht der Wigner-
Verteilung PGOE (s) und die gestrichelte Linie der Exponential-Verteilung
PPoiss(s). Die Datenpunkte zeigen mit keiner der beiden Theoriekurven
eine •Ubereinstimmung, sondern liegen zwischen den beiden Kurven. Ins-
besondere f•ur kleine Abst•ande s liegen die Daten deutlich unterhalb der
Exponential-Verteilung.
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Abb. 3.16: Theoretisch berechnete integrierte NND f•ur das dielektrische Kreisbillard.
Die numerischen Daten (durchgezogene Linie) bestehen aus einem vollst•an-
digen Satz von 3694 Eigenwerten, die f•ur ein dielektrisches Kreisbillard mit
R = 275 mm und n = 1 :419 berechnet wurden. Es zeigt sich eine sehr gute
•Ubereinstimmung mit der Exponentialverteilung (gestrichelte Linie). Die
integrierte Wigner-Verteilung ist als gepunktete Linie eingezeichnet.

Statistik •ubereinstimmt. F•ur das geschlossene Kreisbillard konnte dies in theo-
retischen Berechnungen nachgewiesen werden [75]. In dem im oberen Teil von
Abb. 3.3 gezeigten Frequenzspektrum wurden im Bereich von 2:3{21 GHz insge-
samt 445 Resonanzen identi�ziert und ihre Frequenzen mit Hilfedes Programms

"
gwigner�t\ [54] bestimmt. Unterhalb von 2:3 GHz waren keine deutlichen Reso-

nanzen zu identi�zieren und ab� 2D ' 21:14 GHz beginnt der dreidimensionale
Bereich. Obwohl f•ur das dielektrische Kreisbillard keine Weyl-Formel bekanntist,
wurde der Einfachheit halber und in Anlehnung an Glg. (2.13) eine Parabel zwei-
ten Grades f•ur NWeyl (� ) an die integrierte ZustandsdichteN (� ) angepa�t. Die
integrierte NND

Rs
0 P(s0)ds0 f•ur diese Resonanzen ist in Abb. 3.15 zusammen mit

der Exponential-Verteilung PPoiss(s) und der Wigner-Verteilung PGOE (s) darge-
stellt. Die Daten stimmen weder mit der einen, noch mit der anderen Theorie-
kurve •uberein, sondern liegen dazwischen. Insbesondere kleine Abst•ande s sind
deutlich seltener als nach der Poisson-Statistik erwartet. Eine erste Erkl•arung da-
f•ur ist, da� gerade fast entartete Resonanzen, d.h. Resonanzfrequenzen mit klei-
nen Abst•anden, im Frequenzspektrum nur schwer voneinander zu trennensind,
und daher •uberproportional h•au�g fehlen. Ein Vergleich mit theoretischen Be-
rechnungen gem•a� Glg. (2.9) mit n = 1:419 zeigt, da� tats•achlich ein Gro�teil
der vorhandenen Resonanzen im Frequenzspektrum nicht identi�ziert wurde: Im
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Abb. 3.17: Fluktuierender Anteil der integrierten Zustandsdichte f •ur ein Teilspektrum
zwischen 2:3 und 10 GHz mit 100 Resonanzen. Es wurden nur klar identi-
�zierte Resonanzen mit radialen Quantenzahlennr = 1{3 ber •ucksichtigt.
Im Bereich bis 6:3 GHz wurden nur Resonanzen mitnr = 1 identi�ziert.
Ab 6:3 GHz konnten auch Resonanzen mitnr = 2 ber•ucksichtigt werden;
die Kurve knickt daher ab. Ab 8:4 GHz schlie�lich kommen noch Reso-
nanzen mit nr = 3 hinzu, was den zweiten Knick in der Kurve verursacht.
Insgesamt besteht das Spektrum also in verschiedenen Frequenzbereichen
aus ein bis drei (fast) •aquidistanten Subspektren.
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Abb. 3.18: Integrierte NND f •ur das Teilspektrum aus Abb. 3.17. Die durchgezogene
Linie entspricht den experimentellen Daten von 100 Resonanzen mit radia-
len Quantenzahlennr = 1{3 im Bereich von 2:3{10 GHz. Wie in Abb. 3.15
entspricht die gepunktete Linie der Wigner-Verteilung PGOE (s) und die ge-
strichelte Linie der Exponential-Verteilung PPoiss(s). Die Daten zeigen eher
eine •Ubereinstimmung mit der GOE-Statistik als mit der Poisson-Statistik.
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Bereich von 2:3{21 GHz wurden 3694 Eigenfrequenzen berechnet, und die inte-
grierte ZustandsdichteN (� ) wird sehr gut durch eine Parabel beschrieben. Die-
ses vollst•andige theoretische Spektrum zeigt erwartungsgem•a� eine hervorragende
•Ubereinstimmung mit der Poisson-Statistik (siehe Abb. 3.16). Der gr•o�te Teil der
Resonanzen kann aufgrund ihrer hohen Breite �rad experimentell jedoch besten-
falls als Untergrund im Frequenzspektrum wahrgenommen werden. Es verbleiben
dann immerhin noch 1172 Resonanzen mit einer G•ute (gem•a� Glg. (2.10)) von
Q > 100, von denen o�ensichtlich auch nicht einmal die H•alfte identi�ziert wurde.
Diese hohe Quote fehlender Resonanzen in den Daten scheint also das Hauptpro-
blem zu sein.
Da daf•ur vor allem die unvermeidlichen Strahlungsverluste verantwortlich sind,
ist eine Behebung dieses Fehlstands von experimenteller Seiteher nicht m•og-
lich. Es gibt verschiedene Ans•atze, um Spektren mit fehlenden Eigenwerten zu
untersuchen. Diese sind jedoch auf den konkreten Fall des dielektrischen Kreis-
billards leider nicht anwendbar, da sie sich mit dem Ein
u� fehlender Eigenwerte
auf die GOE-Statistik befassen und von zuf•allig fehlenden Eigenwerten ausge-
hen [76, 77]. Keine dieser Voraussetzungen ist im vorliegenden System erf•ullt.
Au�erdem ist zweifelhaft, ob sie eine so gro�e Anzahl fehlender Eigenwerte wie in
diesem Fall korrekt beschreiben k•onnen. Ein weiterer wichtiger Punkt ist, da� eine
gro�e Anzahl zuf•allig fehlender Eigenwerte zwangsl•au�g zu einer Poisson-Statistik
f•uhrt [76], was hier nicht der Fall ist. Dies deutet auf systematisch fehlende Eigen-
werte hin.
Um einen genaueren Einblick in den Ein
u� der Subspektren mit verschiedenen
radialen Quantenzahlennr zu erhalten, wurde ein Teilspektrum bis 10 GHz beste-
hend nur aus klar identi�zierten Resonanzen (mitnr = 1{3) analysiert, welches
aus insgesamt 100 Resonanzen besteht. In Abb. 3.17 ist der 
uktuierende An-
teil N 
uc (� ) der integrierten Zustandsdichte dargestellt. Die Kurve l•a�t sich grob
in drei Teile einteilen: Bis 6:3 GHz gibt es nur Resonanzen mitnr = 1. Dann
kommen Resonanzen mitnr = 2 hinzu, welche zuvor nicht vom Untergrund zu
unterscheiden waren, was zu einem Knick inN 
uc f•uhrt. Ab 8:4 GHz kommen die
Resonanzen mitnr = 3 hinzu und verursachen einen weiteren Knick inN 
uc . Es
liegt also ein Spektrum vor, das sich in unterschiedlichen Frequenzbereichen aus
unterschiedlich vielen Subspektren zusammensetzt. Die integrierte NND f•ur die-
ses Teilspektrum ist in Abb. 3.18 dargestellt. Die Daten zeigen eher eine •Uberein-
stimmung mit der Wigner-Verteilung PGOE (s) als mit der Exponential-Verteilung
PPoiss(s). Dies l•a�t sich damit erkl •aren, da� insgesamt maximal drei Subspektren
•uberlagert sind, und das nicht im gesamten Frequenzbereich. In jedem dieser Sub-
spektren sind die Resonanzfrequenzen nahezu•aquidistant. Daher gibt es wenige
Ereignisse, wo sich zwei Resonanzen nahe kommen. O�ensichtlich werden deut-
lich mehr als drei oder vier•aquidistante Subspektren ben•otigt, um ein Spektrum
mit Poisson-Statistik zu erhalten. Au�erdem sind gerade die Resonanzen, die sich
besonders nahe kommen, oft nicht aufl•osbar.
Die in Abb. 3.15 gezeigten Abweichungen der gemessenen Daten vonder theore-
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tisch erwarteten Poisson-Statistik sind also im Wesentlichen auf systematisch feh-
lende Resonanzen zur•uckzuf•uhren. Die Systematik besteht zum einen darin, da�
die Resonanzen mit h•oheren radialen Quantenzahlen aufgrund ihrer gro�en Breite
� rad komplett fehlen. Wie in Abschnitt 3.6.1 geschildert konnten nur die Quan-
tenzahlen von Resonanzen mitnr = 1{4 identi�ziert werden. Im hier verwendeten
Datensatz gibt es nur vereinzelt solche mit maximalnr = 5. Die •Uberlagerung
dieser vier Subspektren reicht nicht, um eine Poisson-Statistikzu erhalten. Das
theoretisch berechnete Spektrum enth•alt Resonanzen mit radialen Quantenzahlen
bis hin zu nr = 50. Zum anderen sind aufgrund der endlichen Breite der Resonan-
zen insbesondere die dicht beieinander liegenden Resonanzen oft nicht au
 •osbar,
so da� selbst die Subspektren nicht vollst•andig sind. Da� die NND des gesamten
gemessenen Spektrums eher mit der Poisson-Statistik•ubereinstimmt als das Teil-
spektrum bis 10 GHz liegt also daran, da� in ersterem mehr Subspektren pr•asent
sind und insbesondere im h•oheren Frequenzbereich neben den systematisch feh-
lenden Resonanzen noch zuf•allig fehlende Resonanzen hinzukommen.
Weiterf•uhrend wurden auch die �2 und � 3 Statistiken untersucht. Da diese je-
doch Korrelationen •uber l•angere Intervalle betrachten und noch emp�ndlicher
auf fehlende Eigenwerte reagieren als die NND, werden die Ergebnisse hier nicht
dargestellt.

3.7.2 L •angenspektrum

Bei den periodischen Bahnen im Kreisbillard handelt es sich um Polygone und
Sterne, die durch die Zahlq ihrer Ecken und die (Rotations-)Zahl� der Uml•aufe
der Bahn um den Kreis charakterisiert werden. Die L•angel(q; � ) einer Bahn im
Einheitskreis betr•agt

l(q; � ) = 2 qsin
�

�
�
q

�
:

Die (optische) Wegl•ange einer Bahn im dielektrischen Kreisbillard ist dann
nR � l(q; � ). In Abb. 3.19 ist ein Ausschnitt des L•angenspektrums dargestellt,
welches aus dem schon im vorangegangenen Abschnitt betrachteten Datensatz
erstellt wurde. •Uber dem Untergrund zeichnen sich einige Spitzen ab, deren La-
gen mit den L•angen der periodischen Bahnen mitq = 4{8 und � = 1 identi�ziert
werden konnten. Au�•allig ist, da� die (4; 1)-Bahn schw•acher ausgepr•agt ist und
die Bahnen (2; 1) und (3; 1) •uberhaupt nicht zu erkennen sind. Der Grund daf•ur
ist, da� die Bahnen (2; 1) und (3; 1) in einem Winkel von 0� bzw. 30� zum Lot
auf den Rand des Dielektrikums tre�en und daher nicht totalre
ektiert werden,
w•ahrend die (4; 1)-Bahn mit 45� > arcsin

�
1
n

�
gerade noch totalre
ektiert wird.

In einem vollst•andigen, berechneten Spektrum sind diese Bahnen interessanter-
weise sehr wohl deutlich ausgepr•agt zu sehen. Die h•oheren Bahnen verschmelzen
in einem einzigen Maximum; schon die (8; 1)-Bahn ist nicht mehr wirklich gut zu
bestimmen. Da die L•ange der Bahnen mit dem Brechungsindexn skaliert, kann
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Abb. 3.19: L•angenspektrum des dielektrischen Kreisbillards. Aus einem Datensatz von
445 Resonanzen von 2:3{10 GHz wurde j ~%j in Abh •angigkeit der L•angel be-
rechnet. Es sind deutlich f•unf Spitzen zu erkennen, welche den periodischen
Bahnen mit q = 4{8 und � = 1 zugeordnet werden k•onnen. Die (2; 1)- und
die (3; 1)-Bahn sind nicht zu erkennen, da sie nicht durch innere Totalre-

exion im Dielektrikum gehalten werden.

anhand des L•angenspektrums die Messung des Brechungsindex aus Abschnitt 3.2
validiert werden. Dazu sind in Abb. 3.20 die aus Abb. 3.19 bestimmten L•angen
lgem der Bahnen, normiert auf den RadiusR der Te
onscheibe, gegen•uber den
L•angenl(q; � ) der entsprechenden Bahnen im Einheitskreis aufgetragen. Das Ver-
h•altnis lgem (q;� )

l (q;� ) ergibt gerade den Brechungindexn. Um ihn zu bestimmen wurde
an die Datenpunkte eine Ursprungsgerade mit Steigung

n�t = 1:414� 0:003

angepa�t [78]. Die Fehlerbalken haben eine Gesamtbreite von3 cm/R, was in
etwa der FWHM der Maxima im L•angenspektrum entspricht. Die gestrichelte
Linie ist eine Ursprungsgerade mit Steigungn = 1:419. Wie man sieht, kann
der in Abschnitt 3.2 bestimmte Brechungsindex der Te
onscheibe innerhalb der
Fehlertoleranz durch das L•angenspektrum best•atigt werden.
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Abb. 3.20: Vergleich zwischen gemessenen und berechneten Bahnl•angen. Die aus
Abb. 3.19 bestimmten Bahnl•angen lgem sind auf den RadiusR normiert
und gegen die L•angenl(q; � ) der entsprechenden Bahnen im Einheitskreis
aufgetragen. Die Steigungn�t = 1 :414� 0:003 der angepa�ten Ursprungs-
gerade (durchgezogene Linie) entspricht dem Brechungsindex der Te
on-
scheibe. Die Fehlerbalken haben eine Gesamtbreite von 3 cm/R, was in
etwa die FWHM der Maxima im L •angenspektrum ist. Die gestrichelte Ur-
sprungsgerade hat die Steigungn = 1 :419 und liegt deutlich innerhalb
der Fehlerbalken, was die Messung des Brechungsindexes in Abschnitt 3.2
best•atigt.
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4 Experimente an einem halbo�enen dielektri-
schen Kreisbillard

W•ahrend der in Kapitel 3 beschriebene dielektrische Resonator analytisch exakt
durch die zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (2.4) beschrieben werden kann,
ist dies im Allgemeinen f•ur dielektrische Resonatoren nicht m•oglich. Insbeson-
dere die in Mikrolasern realisierten Geometrien werden durchdie vektorielle
Helmholtz-Gleichung (2.2) beschrieben, deren L•osung ein schwieriges numerisches
Problem darstellt. Eine Methode zur n•aherungsweisen L•osung der Gleichungen
besteht darin, die vektorielle Helmholtz-Gleichung durch Einf•uhrung eines soge-
nannten e�ektiven Brechungsindexesne� wieder auf eine zweidimensionale, skala-
re Helmholtz-Gleichung zu reduzieren. In diesem Kapitel soll die G•ultigkeit und
Pr•azision dieser N•aherungsmethode an einem sogenannten halbo�enen Resonator
untersucht werden. Die Relation dieses Experiments zur Geometrie von Mikrola-
sern wird in Abschnitt 4.1 beschrieben. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 werden
die gemessenen Spektren und Wellenfelder vorgestellt. In Abschnitt 4.4 wird das
Prinzip des e�ektiven Brechungsindexes eingef•uhrt, und in Abschnitt 4.5 werden
die experimentellen Daten mit den Berechnungen unter Benutzung dieses An-
satzes verglichen. Wie in Kapitel 3 spielen dabei Abweichungenaufgrund eines
Luftspalts eine gro�e Rolle.

4.1 Experimenteller Aufbau

In Abb. 4.1 ist die Aufnahme eines Mikrolasers mit einem Rasterelektronenmikro-
skop dargestellt [24]. Die dielektrische Kreisscheibe (d ' 2� m) enth•alt das aktive
Medium und ist bis auf die rechteckige St•utze vollst•andig von Luft umgeben.
Der Laser wird optisch von oben gepumpt und emittiert in seitlicher Richtung.
Andere Kon�gurationen f•ur Mikrolaser bestehen z.B. aus einem aktiven Medium
zwischen dielektrischen Schichten niedrigeren Brechungsindexes [23, 25]. Da eine
freischwebende oder von anderen Dielektrika umgebene Te
onscheibe technisch
nicht sinnvoll zu realisieren ist, wurde f•ur die Modellierung solcher Systeme wie in
Abb. 4.2 dargestellt eine Te
onscheibe auf eine Metallplatte gelegt. Dieser Aufbau
wird im Folgenden als halbo�ener Resonator bzw. halbo�enes Billard bezeichnet.
Die Te
onscheibe (nicht identisch mit der in Kapitel 3 untersuchten) hat einen
Radius vonR = 275 mm und eine H•ohe vonh = 5:4 mm. Aus Darstellungsgr•un-
den ist die Zeichnung nicht ma�stabsgetreu. Bei der Metallplatte handelt es sich
um die in Abb. 3.1 dargestellte Deckplatte aus Kupfer mit einerKantenl•ange von
665 mm. Mikrowellenstrahlung wird•uber ca. 5 mm lange Dipolantennen ein- und
ausgekoppelt, die etwa 1 mm au�erhalb der Te
onscheibe sitzen (Antennenboh-
rungen O). Die Antennenanschl•usse sind unterhalb der Kupferplatte angebracht,
um den Resonator nicht durch Kabel in der Luft zu st•oren. Die Kupferplatte
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Abb. 4.1: Aufnahme eines Mikrolasers mit einem Rasterelektronenmikroskop [24]. Die
dielektrische Kreisscheibe, welche das aktive Medium enth•alt, ist bis auf die
rechteckige St•utze auf allen Seiten von Luft umgeben. Die Kreisscheibe hat
einen Durchmesser vond ' 2 � m und wird optisch gepumpt.

2R = 550 mm

Te
on disc
Metal

h

Antenna

Antenna ports

Abb. 4.2: Seitenansicht des halbo�enen Resonators. Die Te
onscheibe mit einem Ra-
dius von R = 275 mm und H•ohe h = 5 :4 mm liegt auf der kupfernen Deck-
platte aus Abb. 3.1. Die Dipolantennen ragen etwa 5 mm aus derDeckplatte
hinaus und sind ca. 1 mm vom Rand der Te
onscheibe entfernt (Antennen-
bohrungen O). Da die Kupferplatte f•ur Mikrowellen wie ein Spiegel wirkt,
ist dieser Aufbau weitestgehend•aquivalent zu einer freischwebenden Te
on-
scheibe der doppelten H•ohe 2h. Aus Darstellungsgr•unden ist die Zeichnung
nicht ma�stabsgetreu.
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wirkt f •ur Mikrowellen wie ein Spiegel, weshalb der Aufbau•aquivalent zu einer
freischwebenden Te
onscheibe mit doppelter H•ohe 2h ist. Einzige Einschr•ankung
dieser •Aquivalenz ist, da� die Randbedingungen@Ez

@z = 0 und Bz = 0 an der
Grenz
 •ache zwischen Kupferplatte und Te
onscheibe die Symmetrieklasse (bzgl.
Spiegelung an dieser Fl•ache) der m•oglichen Eigenmoden einschr•ankt. Moden der
anderen Symmetrieklasse existieren allerdings auch in einer freischwebenden Tef-
lonscheibe doppelter H•ohe nicht im hier untersuchten Frequenzbereich.

4.1.1 Messung des Brechungsindexes

Der Brechungsindex der Te
onscheibe wurde ebenfalls wie in Abschnitt 3.2 be-
schrieben gemessen. In Abb. 4.3 ist wie in Abb. 3.2 der gemessene Brechungsindex
in Abh•angigkeit der Frequenz (des mit Te
on gef•ullten Resonators) aufgetragen.
Die Datenpunkte streuen recht gleichm•a�ig um den Mittelwert hni = 1:4213 mit
einer Standardabweichung von� n = 0:0012. Daher wird der Brechungsindex der
Te
onscheibe im folgenden frequenzunabh•angig als

n = 1:421

angenommen. Da das verwendete Te
onst•uck ein kleines bi�chen h•oher als das in
den in Kapitel 3 beschriebenen Experimenten verwendete ist, kann davon ausge-
gangen werden, da� kein Luftspalt•uber dem Te
onst•uck existiert, und daher kein
systematischer Fehler wie in Abschnitt 3.2.2 zu ber•ucksichtigen ist.

� PTFE (GHz)

n

2 6 10 14 18
1:415

1:420

1:425

Abb. 4.3: Brechungsindex des Te
on in Abh•angigkeit der Frequenz. Die Datenpunk-
te streuen gleichm•a�ig um den Mittelwert hni = 1 :4213 (waagrechte Linie),
weshalb der Brechungsindex im Folgenden als frequenzunabh•angig ange-
nommen wird. Die Standardabweichung betr•agt � n = 0 :0012.
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4.2 Gemessene Frequenzspektren

In Abb. 4.4 werden die Frequenzspektren des in Kapitel 3 behandelten quasi-
zweidimensionalen Resonators und des hier untersuchten halbo�enen Resonators
miteinander verglichen. W•ahrend beim zweidimensionalen Resonator bereits ab
etwa 2:3 GHz gut ausgepr•agte Resonanzen zu erkennen sind (siehe auch Abb. 3.3
f•ur einen Ausschnitt des Spektrums), sind im halbo�enen Resonator erst ab etwa
9 GHz •uberhaupt Resonanzen zu erkennen, und auch die erkennbaren Resonanzen
haben insgesamt eine geringere G•ute als im zweidimensionalen Fall. O�ensichtlich
sind die Strahlungverluste im halbo�enen Resonator deutlich h•oher, wodurch die
niedrigen Resonanzen bis zur Unkenntlichkeit verbreitert werden. Die breiten Ma-
xima im Bereich von 6{10 GHz sind keine Resonanzen, sondern sind das Resultat
der direkten Transmission zwischen den Antennen. Auf diesen Maximawiederum
sind oberhalb von 8 GHz schmalere Resonanzen zu erkennen. Der Anteil der di-
rekten Transmission spielt in diesem Bereich deshalb eine so gro�e Rolle, weil die
direkt laufenden Wellen nicht wie in einer Metallkavit•at durch destruktive Inter-
ferenz mit an den W•anden re
ektierten Wellen ausgel•oscht werden. Diese cha-
rakteristische Wellenbewegung ist auch im h•oheren Bereich des Spektrums noch
als Untergrund zu erkennen. Qualitativ ist das Spektrum jedoch •ahnlich dem des
zweidimensionalen Aufbaus: Der vergr•o�erte Ausschnitt zeigt wie in Abb. 3.3 auch
hier eine Reihe von fast•aquidistanten, relativ scharfen Resonanzen, zwischen de-
nen wiederum eine weitere Reihe von breiteren und schw•acheren Resonanzen liegt.
Die Messung der Wellenfelder ergibt auch hier, da� es sich bei den scharfen Reso-
nanzen um solche mit radialer Quantenzahlnr = 1 handelt, w•ahrend die breiteren
Resonanzennr = 2 entsprechen. Obwohl die beiden Frequenzspektren an unter-
schiedlichen Te
onscheiben gemessen wurden, sind sich beide in Geometrie und
Brechungsindex•ahnlich genug, um einen qualitativen Vergleich zu erlauben. Der
Unterschied in der Amplitude der Resonanzen resultiert aus den unterschiedlichen
Antennen bei beiden Messungen: Die gro�en Dipolantennen bei der Messung am
halbo�enen Resonator koppeln st•arker an selbigen.

In Abb. 4.5 sind die G•uten von 174 Resonanzen im Bereich von 9:4{20 GHz dar-
gestellt. Der Gro�teil der G•uten hat Werte zwischen 1000 und 4000; die Breiten �
liegen zumeist im Bereich von 5{30 MHz. Zwar werden somit•ahnlich hohe G•uten
wie beim zweidimensionalen Aufbau erreicht (siehe Abschnitt 3.6.1), jedoch erst
bei deutlich h•oheren Frequenzen. Insgesamt liegen die G•uten im Vergleich deutlich
niedriger und st•arker gestreut. Wie in Abb. 3.9 ist zun•achst ein fast exponentieller
Anstieg der G•uten zu erkennen, welcher dann in ein Plateau•ubergeht. Dies ist
wieder auf das Schwinden der Strahlungsverluste f•ur h•ohere Moden zur•uckzuf•uh-
ren. Um 13 GHz herum be�ndet sich•ahnlich wie in Abb. 3.9 ein Ausl•aufer von
Resonanzen mit niedrigeren G•uten, bei denen es sich um die ersten erkennbaren
Resonanzen mitnr = 2 handelt.
Trotz qualitativer •Ubereinstimmungen in der Struktur ver•andert sich das Spek-
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Abb. 4.4: Vergleich der Spektren von zweidimensionalem und halbo�enem Resona-
tor. Die Frequenzspektren des zweidimensionalen Resonators aus Kapitel 3
(oben) und des hier behandelten halbo�enen Resonators (mitte) sind jeweils
im Bereich von 2{18 GHz dargestellt. Im Gegensatz zum zweidimesionalen
Aufbau sind am halbo�enen Resonator erst ab etwa 9 GHz Resonanzen zu
erkennen. Diese sind insgesamt breiter als am zweidimensionalen Resona-
tor. Die breiten Maxima im Bereich von 6{10 GHz dagegen stammen von
der direkten Transmission zwischen den Antennen. Die Strahlungsverlus-
te im halbo�enen Resonator sind deutlich h•oher, wodurch insbesondere die
niedrigen Resonanzen bis zur Unkenntlichkeit verbreitertwerden. Im unte-
ren Graph ist das Spektrum des halbo�enen Resonators von 12:5{15:5 GHz
vergr•o�ert dargestellt. Man erkennt eine •ahnliche Struktur wie in Abb. 3.3:
Zwischen einer Reihe von gut ausgepr•agten Resonanzen (mit radialer Quan-
tenzahl nr = 1) liegt noch eine Reihe von breiteren, schw•acheren Resonanzen
(mit nr = 2). Bei den beiden Messungen wurden unterschiedliche Antennen
mit einer unterschiedlich starken Ankopplung an den Resonator verwendet,
weshalb sich die St•arke der Resonanzen unterscheidet.
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Abb. 4.5: Gemessene G•uten in Abh•angigkeit der Frequenz. Die G•uten steigen zun•achst
fast exponentiell an, um dann in ein Plateau vonQ = 1000{4000 •uberzuge-
hen. Die Breiten � liegen typischerweise zwischen 5 und 30 MHz. Wie in
Abb. 3.9 ist dieses Verhalten auf den schwindenden Beitrag der Strahlungs-
verluste zur Gesamtbreite zur•uckzuf•uhren. Der Ausl•aufer von Resonanzen
niedrigerer G•ute bei 13 GHz besteht aus den ersten erkennbaren Resonanzen
mit nr = 2.

trum des halbo�enen Aufbaus gegen•uber dem des zweidimensionalen Aufbaus
stark mit der Frequenz. Am o�ensichtlichsten ist dies bei den G•uten: Diese sin-
ken generell ab, z.T. sogar so stark, da�•uberhaupt keine Resonanzen mehr zu
erkennen sind. Interessanterweise gibt es trotzdem Resonanzen mit G •uten von
Q � 4000. Die azimuthalen Quantenzahlenm der Resonanzen lassen sich anhand
des Spektrums nicht bestimmen, da auch starke nichtlineare Verschiebungen der
Resonanzfrequenzen zu erwarten sind. Um die Quantenzahlen zu bestimmen und
so einen quantitativen Vergleich mit Berechnungen zu erm•oglichen, wurden die
Wellenfelder vermessen.

4.3 Wellenfelder im halbo�enen Aufbau

4.3.1 Experimentelle Details

Wie in Abschnitt 3.5 wurden die Wellenfelder mit dem in Abschnitt2.4 vorge-
stellten Aufbau vermessen. Am halbo�enen Resonator k•onnen auch die Felder im

"
Inneren\ der Te
onscheibe gemessen werden, indem der St•ork•orper auf der Tef-

lonscheibe bewegt wird. Die Au�enfelder enthalten keine neueInformation. Ein
Querschnitt des verwendeten Me�aufbaus ist in Abb. 4.6 dargestellt. Um den Auf-
bau m•oglichst wenig zu st•oren, sind die Antennenanschl•usse und Kabel unterhalb
der Deckplatte montiert. Insgesamt wurden vier Antennen an denPl•atzen Oa,
Ob, Oc und Od verwendet (siehe Abb. 3.1). Damit der F•uhrungsmagnet nicht
mit den Antennenanschl•ussen kollidiert, mu� der St•ork•orper einen Abstand von
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etwa 27 mm von den Antennen halten. Der St•ork•orper ist ein Zylinder von 5 mm
H•ohe und 3 mm Durchmesser aus NdFeB. Um zu verhindern, da� der St•ork•orper
an den Seiten von der Te
onscheibe f•allt, ist ein Papier-Ring um die Te
onscheibe
herumgelegt. Er besteht aus handels•ublichem Papier (80g

m2 ), ist 10 mm breit und
0:1 mm dick. Der Papier-Ring d•ampft die Resonanzen etwas und verschiebt sie zu
niedrigeren Frequenzen. Wegen der D•ampfung ist der Papier-Ring nicht zwischen
der Te
onscheibe und den Antennen, sondern au�en herum gelegt.Insgesamt sind
sich die Spektren des Aufbaus mit und ohne Papier-Ring so•ahnlich, da� eine ein-
deutige Zuordnung zwischen den Resonanzen in den beiden Spektren m•oglich ist.
Die Frequenzverschiebungen liegen im Bereich von 10{20 MHz. In allen weite-
ren Auswertungen werden die

"
richtigen\ Resonanzfrequenzen des Aufbaus ohne

Papier-Ring verwendet. Die Wellenfelder wurden mit einer Au
 •osung von 2:5 mm
gemessen. Die Messung von 30 Resonanzen mit jeweils etwa 37 000 Datenpunkten
dauerte etwa 21 Stunden. Einige Bereiche des Spektrums wurden dabei mehrfach
mit unterschiedlichen Antennenkombinationen gemessen, da manche Resonanzen
bzw. Wellenfelder in anderen Antennenkombinationen deutlicher ausgepr•agt sind.

4.3.2 Auswertung der Wellenfelder

In Abb. 4.7 sind drei Beispiele f•ur gemessene Wellenfelder gezeigt. Die Berei-
che um die vier Antennen herum konnten, wie im vorangegangenen Abschnitt
erw•ahnt, nicht gemessen werden. An den Wellenfeldern l•a�t sich nicht nur wie
in Abschnitt 3.5 die azimuthale Quantenzahlm, sondern auch direkt die radiale
Quantenzahlnr abz•ahlen: nr ist gerade die Anzahl der Wellenb•auche in radialer
Richtung und somit die Anzahl der Ringe von Maxima. Die drei dargestellten
Wellenfelder sind Beispiele f•ur die radialen Quantenzahlennr = 1{3 mit verschie-
denen azimuthalen Quantenzahlen. Erwartungsgem•a� handelt es sich bei allen
me�baren Wellenfeldern um

"
whispering gallery modes\, und die Moden sind (je-

weils f•ur ein nr ) nach m aufsteigend geordnet. Der Temperaturdrift mu�te wieder
nachtr•aglich korrigiert werden, und der Positionierungsfehler macht sich in Form
von ungleichm•a�ig gro�en Wellenb•auchen bemerkbar. Ein weiteres Ph•anomen sind
gekr•ummte Linien, die sich quer durch den Kreis ziehen. Mehr zu diesem inte-
ressanten Ph•anomen steht in Anhang C. Die Summe all dieser Ein
•usse auf die
gemessenen Wellenfelder f•uhrt dazu, da� die Wellenfelder nicht so symmetrisch
aussehen wie f•ur ein Kreisbillard zu erwarten. Zur Identi�kation der Quantenzah-
len ist die Datenqualit•at jedoch gut geeignet, selbst nahe an der Au
•osungsgrenze
bei 18{20 GHz. Insgesamt konnten 132 verschiedene Resonanzen im Bereich von
8:5{19 GHz identi�ziert werden.
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Abb. 4.6: Seitlicher Querschnitt des Aufbaus zur Messung der Wellenfelder. Der St•or-
k•orper (aus NdFeB, 5 mm H•ohe und 3 mm Durchmesser) auf der Te
on-
scheibe wird von dem Magnetkopf unter der Deckplatte bewegt. Dabei mu�
der St•ork•orper einen Abstand von 27 mm von den Antennen halten, da sonst
der Magnetkopf an die Antennenanschl•usse und Kabel st•o�t. Der 10 mm ho-
he und 0:1 mm dicke Papier-Ring, der um die Te
onscheibe herum gelegt
ist, verhindert, da� der St •ork•orper herunterf•allt.

� = 12:351 GHz:
m = 79, nr = 1

� = 13:439 GHz:
m = 81, nr = 2

� = 18:188 GHz:
m = 112, nr = 3

Abb. 4.7: Gemessene Wellenfelder dreier Resonanzen (nur Innenfeld). Aufgetragen ist
die gemessene Intensit•at (blau: niedrig, rot: hoch) in Abh •angigkeit des Or-
tes. Neben den azimuthalen Quantenzahlenm lassen sich auch die radialen
Quantenzahlennr an der Anzahl der Ringe von Wellenb•auchen ablesen. Um
die vier Antennen herum konnten die Wellenfelder wie im vorigen Abschnitt
erl•autert nicht gemessen werden. Durch den Positionierungsfehler des St•or-
k•orpers erscheinen die Wellenfelder wie bei der Messung der Au�enfelder
etwas verzerrt. Au�erdem fallen die gekr•ummten Linien auf, die sich quer
•uber den Kreis erstrecken. In Anhang C werden diese n•aher untersucht.
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4.4 E�ektiver Brechungsindex ne�

In Abb. 4.8 ist eine in x-y-Richtung unendlich ausgedehnte dielektrische Scheibe
(Brechungsindexn) zwischen zwei Materialien von geringerem Brechungsindex
n1 bzw. n2 dargestellt. Durch innere Totalre
exion ist das Feld (bis aufdie eva-
neszenten Anteile) innerhalb der dielektrischen Scheibe gefangen, wodurch sie als
Wellenleiter wirkt. Das Propagationsverhalten der elektromagnetischen Wellen in
der dielektrischen Scheibe kann mit einem e�ektiven Brechungsindexne� beschrie-
ben werden. Dieser ist•uber

! = c



ne�
= c

kM

n

de�niert. Er beschreibt die Dispersionsrelation in Bezug auf den transversalen An-
teil 
 des Wellenvektors. Aus der Dispersionsrelation (2.5) ergibt sichder e�ektive
Brechungsindex

ne� =
n

q
1 + k2

z

 2

: (4.1)

Betrachtet man nun eine ebene Welle mit WellenzahlkM = nk, die sich entlang
einer Zick-Zack-Kurve durch die dielektrische Scheibe bewegt, und projeziert die-
se auf die Ausbreitungsrichtung (x-y-Ebene), so erscheint sie wie eine ebene Welle
mit Wellenzahl 
 = ne� k, die sich geradlinig in einem Medium mit Brechungsin-
dex ne� ausbreitet. Aus der dargestellten Geometrie ergibt sichne� = n cos (� )
als alternative Formulierung von Glg. (4.1). Weil sich inz-Richtung eine stehende

x

z

n

n1 < n

n2 < n


 = ne� k

kzkM
=

nk

�

Abb. 4.8: Prinzip des e�ektiven Brechungsindexes. Um vonkz zu abstrahieren proje-
ziert man den Strahl auf die x-y-Ebene und erh•alt so einen Strahl, der sich
mit Wellenzahl 
 durch ein Medium mit Brechungsindex ne� = n cos (� )
bewegt.
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Welle ausbildet, istkz quantisiert. Entsprechend den verschiedenenz-Anregungen
ist auch ne� quantisiert. F•ur den halbo�enen Aufbau handelt es sich bei dem Me-
dium •uber dem Dielektrikum um Luft (n1 = 1) und dem darunter um die Kupfer-
platte (n2 = 1 ). Dieses und andere Beispiele f•ur den e�ektiven Brechungsindex
in verschiedenen Kon�gurationen werden in Anhang A berechnet.
Der e�ektive Brechungsindex kann die Propagation in einer unendlich ausgedehn-
ten dielektrischen Scheibe korrekt beschreiben. Es stellt sichjedoch die Frage, in-
wieweit Re
exion und Brechung an einer Grenzschicht in transversaler Richtung
durch ne� beschrieben werden k•onnen. Die Fresnel-Koe�zienten [43] f•ur einen
e�ektiven Strahl in TM-Polarisation, der im Winkel � zum Lot auf eine Grenz-

 •ache tri�t, lauten nach dem Modell eines e�ektiven Brechungsindexes gem•a�
Glg. (A.11)

re� =
ne� cos (� ) �

p
1 � n2

e� sin2 (� )
ne� cos (� ) +

p
1 � n2

e� sin2 (� )
;

te� = 2ne� cos (� )
ne� cos (� ) +

p
1 � n2

e� sin2 (� )
:

(4.2)

Berechnet man dagegen die Fresnel-Koe�zienten des entsprechenden realen
Strahls (siehe Anhang A.4), so erh•alt man nach Glg. (A.12)

r real =
ne� cos (� ) �

p
1 � n2

e� sin2 (� ) + ( n2 � n2
e� )

ne� cos (� ) +
p

1 � n2
e� sin2 (� ) + ( n2 � n2

e� )
;

t real = 2ne� cos (� )
ne� cos (� ) +

p
1 � n2

e� sin2 (� ) + ( n2 � n2
e� )

:

Bis auf die Terme (n2 � n2
e� ) sind also re� und te� identisch mit dem exakten

Ergebnis r real und t real. Der tats•achliche Strahl im Medium mit Brechungsindex
n verh•alt sich also in Propagation, Re
exion und Transmission n•aherungsweise
genauso wie der projezierte Strahl in einem Medium mit Brechungsindex ne� .
Wegen lim

k!1
ne� = n ist diese Approximation insbesondere im semiklassischen

Limes sinnvoll.
Was jedoch nur unzureichend ber•ucksichtigt ist, ist die Polarisation: Es wird davon
ausgegangen, da� das elektrische Feld parallel zur Grenz
•ache steht, also~E / ~ez.
F•ur den projezierten Strahl ist das TM-Polarisation (siehe Abschnitt 2.1), der
reale Strahl m•u�te jedoch eine Mischung aus TM- und TE-Polarisation haben, da
die Randbedingungen f•ur die FelderEz und Bz am •Ubergang zwischen Dielektrika
f•ur kz 6= 0 miteinander koppeln. Diese Kopplung f•uhrt zu E�ekten wie z.B. der
•Anderung der Polarisation bei Streuprozessen an dielektrischenZylindern [44,47,
79].
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4.4.1 Anwendung auf dielektrische Billards

Die Einf•uhrung eines e�ektiven Brechungsindexes erlaubt f•ur einen 
achen di-
elektrischen Resonator zwischen verschiedenen dielektrischenMedien die Reduk-
tion der dreidimensionalen, vektoriellen Helmholtz-Gleichung (2.2) auf die ska-
lare, zweidimensionale Helmholtz-Gleichung (2.4): Der e�ektive Brechungsindex
beschreibt implizit die z-Abh•angigkeit der Felder bzw. das Propagationsverhal-
ten in x-y-Richtung, weshalb die Gleichungen auf zwei Dimensionen reduziert
werden k•onnen. Entscheidend sind die Randbedingungen an den Grenz
•achen in
transversaler Richtung: Auch diese werden durch den e�ektiven Brechungsindex
zumindest n•aherungsweise korrekt beschrieben, wie die Berechnung der Fresnel-
Koe�zienten belegt. Somit kann die dielektrische Scheibe mit Brechungsindex
n zwischen verschiedenen dielektrischen Medienn•aherungsweiseals dielektrische
Scheibe mit Brechungsindexne� zwischen zwei Metallplatten und somit durch
Glg. (2.4) beschrieben werden. F•ur das dielektrische Kreisbillard bedeutet dies,
da� in der Quantisierungsbedingung (2.9) einfachn durch ne� ersetzt wird, also

ne� J0
m (ne� kR) H(1)

m (kR) = J m (ne� kR) H0(1)
m (kR) (4.3)

als Quantisierungsbedingung f•ur die Vakuumwellenzahlk verwendet wird. Beson-
ders zu beachten ist die Abh•angigkeit ne� (k). Die Frequenz ist� = c k

2� .
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Abb. 4.9: E�ektiver Brechungsindex ne� f•ur den halbo�enen Aufbau. Der e�ektive
Brechungsindexne� (� ) gem•a� Glg. (4.4) ist f •ur eine Te
onscheibe mit H•ohe
h = 5 :4 mm und Brechungsindexn = 1 :421•uber der Frequenz� = c k

2� aufge-
tragen. ne� steigt von nLuft = 1 (untere Waagrechte) aus monoton bis zum
Brechungsindexn des Te
ons (obere Waagrechte) an. Dieser semiklassische
Limes ist im betrachteten Frequenzbereich noch nicht erreicht.
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Es bleibt, die Funktion ne� (k) f•ur den halbo�enen Aufbau zu berechnen. Die de-
taillierte Rechnung steht in Anhang A.2. F•ur die niedrigste z-Anregung ergibt
sich die Quantisierungsbedingung

k h =
1

p
n2 � n2

e�

arctan

 

n2

p
n2

e� � 1
p

n2 � n2
e�

!

(4.4)

f•ur ne� (k) aus Glg. (A.9). O�ensichtlich h•angt ne� nur von der H•ohe h des Di-
elektrikums (bzw. dem Produktk h) und dem Brechungsindexn der Te
onscheibe
ab. Die numerische L•osung von Glg. (4.4) f•ur n = 1:421 und h = 5:4 mm ist in
Abb. 4.9 dargestellt.ne� steigt mit der Wellenzahl bzw. der Frequenz vom Bre-
chungsindexnLuft = 1 aus an und erreicht im semiklassichen Limesk ! 1 den
Brechungsindexn des Te
ons. Dieser Limes im hier betrachteten Frequenzbereich
noch nicht erreicht, und daher unterscheidet sichne� stark von n. Hiermit l •a�t
sich die beobachtete Verbreiterung der Resonanzen gegen•uber dem zweidimen-
sionalen Resonator erkl•aren. Die Strahlungverluste der Resonanzen h•angen vom
Brechungsindex ab und nehmen mit sinkendem Brechungsindex zu.Eine genauere
Analyse und ein Vergleich von berechneten und gemessenen Resonanzfrequenzen
folgt im n•achsten Abschnitt.

4.5 Vergleich von Experiment und Berechnungen

Aus Glg. (4.3) wurden f•ur n = 1:421 und h = 5:4 mm die Resonanzfrequenzen
� theo f•ur das halbo�ene dielektrische Kreisbillard (RadiusR = 275 mm) mit dem
in Abb. 4.9 gezeigten e�ektiven Brechungsindex berechnet. Diese Berechnungen
werden im folgenden mit den experimentellen Daten verglichen.
Die o�ene Frage dabei ist, welche Bedeutung die Kante zwischender Oberseite und
dem Rand der Te
onscheibe hat, da diese Kante im Modell eines e�ektiven Bre-
chungsindexes nicht ber•ucksichtigt wird: W•ahrend das Modell Abstrahlung nur
exakt parallel zur x-y-Ebene vorhersagt, werden die elektromagnetischen Wellen
in der Realit•at an der Kante gebeugt und somit inz-Richtung aufgef•achert [23].

4.5.1 Vergleich der G •uten

In Abb. 4.10 sind die theoretischen G•uten Q gem•a� Glg. (2.10) { also nur bezo-
gen auf die Strahlungsverluste �rad { dargestellt. Aufgetragen sind nur die Moden
mit radialen Quantenzahlennr = 1{3. Ein Vergleich mit Abb. 3.6 zeigt, da� die
Strahlungsverluste deutlich angestiegen sind. Die Datenpunkte (jeweils f•ur ein
nr ) beschreiben eine Kurve, die•uberhalb und unterhalb der gestrichelten Linie
jeweils mit anderer Steigung exponentiell ansteigt. Ein direkter Vergleich mit den
gemessenen G•uten ist leider nicht m•oglich, da sich die verschiedenen Partialbrei-
ten nicht voneinander trennen lassen. Interessant ist aber, ab welcher Frequenz
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Abb. 4.10: Theoretische G•uten nach Glg. (2.10) f•ur das halbo�ene dielektrische Kreis-
billard. F •ur eine radiale Quantenzahl (� : nr = 1, � : nr = 2, +: nr = 3)
bilden diese jeweils eine Kurve, die im Bereich•uber und unter der ge-
strichelten Linie verschieden stark exponentiell ansteigt. Die Moden mit
nr � 4 sind hier nicht aufgetragen. Insgesamt sind die G•uten beim halbof-
fenen Aufbau deutlich geringer als beim zweidimensionalen Aufbau (siehe
Abb. 3.6), d.h. die Strahlungsverluste sind stark angestiegen. An der ge-
strichelten Linie bei Q = 100 kann man ablesen, da� unterhalb von etwa
9:4 GHz keine deutlich ausgepr•agten Resonanzen im Frequenzspektrum zu
erwarten sind, was sich auch in Abb. 4.4 best•atigt.

die G•uten Q > 100 werden, da f•ur Moden kleinerer G•ute nicht zu erwarten ist,
da� man sie im Frequenzspektrum erkennen kann. Die Moden mitnr = 1 •uber-
steigen diese Grenze bei etwa 9:4 GHz, und tats•achlich sind ab 9:5 GHz erstmals
deutliche Resonanzen (mitnr = 1, wie die Messung der Wellenfelder best•atigt)
im Frequenzspektrum zu erkennen (siehe Abb. 4.4). Der e�ektiveBrechungsindex
betr•agt bei dieser Frequenzne� = 1:14. Die Moden mitnr = 2 bzw. nr = 3 •uber-
steigenQ = 100 bei 11:7 GHz bzw. 13:4 GHz. Im gemessenen Frequenzspektrum
erkennt man sie erst bei h•oheren Frequenzen (siehe Abb. 4.4), da sie vorher noch
von den st•arkeren Resonanzen mitnr = 1 •uberdeckt werden. Auf der anderen
Seite werden f•ur hohe Frequenzen aber auch gro�e G•uten erreicht, was erkl•art,
weshalb im halbo�enen Aufbau auch•ahnlich hohe G•uten wie im zweidimensiona-
len Aufbau erreicht werden (siehe Abbn. 3.9 und 4.5). Alles in allem k•onnen die
verschlechterten G•uten im halbo�enen Aufbau also gut mit dem Modell eines ef-
fektiven Brechungsindexes erkl•art und als Strahlungsverluste identi�ziert werden.
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4.5.2 Vergleich der Resonanzfrequenzen

In Abb. 4.11 werden gemessene Resonanzfrequenzen� exp und berechnete Reso-
nanzfrequenzen� theo miteinander verglichen. Die Abweichungen �� = � exp � � theo

sind mit 50{350 MHz sehr gro�. Au� •allig ist wieder das lineare Anwachsen der
Frequenzabweichungen f•ur die verschiedenen radialen Quantenzahlen, wie man es
auch in Abb. 3.10 sieht. Dies legt die Vermutung nahe, da� auch hier die Ab-
weichungen durch einen Luftspalt verursacht werden, was im n•achsten Abschnitt
n•aher untersucht wird.
Die Ausrei�er insbesondere f•ur nr = 2 sind Resonanzen, deren Frequenz aufgrund
ihrer geringen Amplitude nicht richtig bestimmt werden konnte, weil sie zu stark
von anderen Resonanzen unterdr•uckt sind. Die Frequenzen der ersten Resonanzen
unterhalb von 9:5 GHz sind ebenfalls nicht richtig bestimmbar, weil sie sich noch
nicht stark genug vom Untergrund abheben (siehe Abb. 4.4).

� theo (GHz)

�
�

=
� e

xp
�

� t
he

o
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H
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Abb. 4.11: Vergleich der berechneten Resonanzfrequenzen� theo mit den gemessenen
� exp. Die Abweichungen � � = � exp � � theo sind •uber den berechneten Fre-
quenzen f•ur verschiedene radiale Quantenzahlen (� : nr = 1, � : nr = 2,
+: nr = 3) aufgetragen. Es zeigen sich starke Abweichungen, und die Da-
tenpunkte f•ur die verschiedenennr liegen wie im zweidimensionalen Fall
in Abb. 3.10 jeweils auf einer Geraden. Daraus kann geschlossen werden,
da� die Abweichungen auf den Ein
u� eines Luftspalts zur •uckgehen.
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4.5.3 Ver •anderung von ne� durch einen Luftspalt

Messungen an einem•ahnlichen Aufbau wie in Abb. 3.11 (nur ohne Deckplat-
te) ergeben, da� sich ein Luftspalt zwischen der Te
onscheibe und der darunter
liegenden Deckplatte bildet, da die Kupferplatte st•arker durchh•angt als die Tef-
lonscheibe. Gemessen wurde der Abstand der Te
onscheibe zu einem•uber dem
Aufbau liegenden Stahllineal, einmal mit auf der Kupferplatte liegender und ein-
mal mit auf die Kupferplatte gedr•uckter Te
onscheibe. Die Kupferplatte wurde
im zweiten Fall von unten abgest•utzt, damit sie sich durch den Druck nicht zu-
s•atzlich verbog. Die Di�erenz ergibt dann gerade die H•ohe des Luftspalts. Die
Messung ergab einen in etwa parabelf•ormigen Luftspalt, dessen H•ohea durch

a(r ) = amit

�
1 �

r 2

R2

�
(4.5)

beschrieben werden kann, da die Te
onscheibe an ihrem Rand exakt au
iegt. Die
H•ohe des so gemessenen Luftspalts betrugamit = (0 :6 � 0:1) mm. Dieser Wert ist
nur als Gr•o�enordnung zu verstehen; die H•ohe des Luftspalts bei dem Aufbau,
an dem die Spektren und Wellenfelder gemessen wurden, ist unbekannt und nur
eingeschr•ankt vergleichbar.
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Abb. 4.12: E�ektiver Brechungsindex ne� (� ) f •ur den halbo�enen Aufbau mit Luft-
spalt. Die durchgezogene Linie istne� (� = ck

2� ) f •ur eine Mode mit azi-
muthaler Quantenzahl m = 80 bei einen Luftspalt mit maximaler H •ohe
amit = 1 :2 mm gem•a� Glg. (4.6). Zum Vergleich ist ne� ohne Luftspalt aus
Abb. 4.9 als gestrichelte Linie eingezeichnt. Ab etwa 12 GHzzeigen sich
deutliche Unterschiede, die bis auf 4:6% bei 20 GHz anwachsen. Die Absen-
kung von ne� durch den Luftspalt k •onnte erkl•aren, warum die gemessenen
Resonanzfrequenzen in Abb. 4.11•uber den berechneten Frequenzen liegen.
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Der e�ektive Brechungsindex f•ur einen modi�zierten halbo�enen Aufbau mit Luft-
spalt zwischen Te
onscheibe und Kupferplatte ergibt sich aus der Quantisierungs-
bedingung

k h = 1p
n2 � n2

e�

arctan

0

@n2

p
n2

e� � 1p
n2 � n2

e�

1 + T
1 � n4 n2

e� � 1
n2 � n2

e�
T

1

A

mit T = tanh
�

k a
p

n2
e� � 1

�
:

(4.6)

Dabei sind h und n die H•ohe und der Brechungsindex der Te
onscheibe,a die
H•ohe des Luftspalts undk die Vakuumwellenzahl. Die detaillierte Rechnung dazu
steht in Anhang A.3. Die H•ohe a des Luftspalts wird nach Glg. (4.5) aus dem
Radius r , an dem die Wellenfunktion 	 lokalisiert ist, berechnet. Dieser ergibt
sich aus Glgn. (3.5) und (2.8) zu

r (k) =

RR
0 jJm (ne� kr 0)j2 r 0dr0

RR
0 jJm (ne� kr 0)j2 dr0

; (4.7)

h•angt also implizit auch vonne� und k ab. Au�erdem h•angt r und damit auch
ne� von der azimuthalen Quantenzahlm der Mode ab. F•ur die Berechnung von
ne� und den dazu n•otigen Gr•o�en wird nur der Realteil Re(k) verwendet, da der
e�ektive Brechungsindex nicht von Im(k), also der H•ohe der Strahlungsverluste,
abh•angen kann. Der e�ektive Brechungsindex h•angt somit von den Parametern
k, n, h und amit sowie der azimuthalen Quantenzahlm ab.
In Abb. 4.12 ist das Ergebnis f•ur ne� (k) nach Glg. (4.6) dargestellt. Die Berech-
nungen wurden f•ur eine Mode mit azimuthaler Quantenzahlm = 80 und der
Te
onscheibe mit H•ohe h = 5:4 mm und Brechungsindexn = 1:421 bei einem
Luftspalt mit maximaler H •ohe amit = 1:2 mm durchgef•uhrt. Ab etwa 12 GHz
zeigen sich Abweichungen zwischenne� mit und ohne Luftspalt. Da� der Luft-
spalt o�ensichtlich zu einer Absenkung vonne� um bis zu 4:6% bei 20 GHz f•uhrt
kann erkl•aren, warum die gemessenen Resonanzfrequenzen in Abb. 4.11•uber den
berechneten liegen. Ein genauerer Vergleich mit den gemessenen Resonanzfre-
quenzen folgt im n•achsten Abschnitt.

4.5.4 Vergleich der Resonanzfrequenzen mit Korrektur f •ur einen Luft-
spalt

Mit dem e�ektiven Brechungsindex nach Glg. (4.6) wurden aus Glg. (4.3) kor-
rigierte Resonanzfrequenzen� korr

theo f•ur die Parameter n = 1:421, R = 275 mm,
h = 5:4 mm und amit = 1:20 mm (f•ur Glg. (4.5)) berechnet. In Abb. 4.13 sind
die verbleibenden Abweichungen�� = � exp � � korr

theo der so berechneten Frequenzen
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Abb. 4.13: Verbleibende Abweichungen�� in Abh •angigkeit der korrigierten berechne-
ten Frequenzen� korr

theo . Die Resonanzfrequenzen� korr
theo wurden f•ur die Para-

meter n = 1 :421, h = 5 :4 mm, R = 275 mm und amit = 1 :20 mm berech-
net. Insgesamt zeigt sich eine gute•Ubereinstimmung: Der Mittelwert der
verbleibenden Abweichungen betr•agt h�� i = 3 :4 MHz mit einer Standard-
abweichung von� �� = 19:2 MHz. Es f•allt jedoch auf, da� die Datenpunkte
nicht gleichm•a�ig um 0 (gestrichelte Waagrechte) verteilt sind, sondernf•ur
die verschiedenen radialen Quantenzahlen (� : nr = 1, � : nr = 2, +: nr = 3)
jeweils Geraden bilden.

� korr
theo gegen•uber den gemessenen Frequenzen� exp dargestellt. Es ergibt sich ins-

gesamt eine recht gute•Ubereinstimmung, und die verbleibenden Abweichungen
haben einen Mittelwert und eine Standardabweichung von

h�� i = 3:4 MHz und � �� = 19:2 MHz:

Die Existenz eines Luftspalts kann also o�ensichtlich die in Abb.4.11 gezeigten
gro�en Diskrepanzen erkl•aren. Die H•oheamit = 1:2 mm des Luftspalts wurde an-
genommen, um eine m•oglichst gute •Ubereinstimmung zwischen Experiment und
Theorie zu erlangen. Es ist jedoch unklar, wie gro� der Luftspalt tats •achlich war,
zumal amit hier gr•o�er als die in Abschnitt 4.5.3 erw•ahnten 0:6 mm angenommen
wurde. Auch f•allt auf, da� die Datenpunkte in Abb. 4.13 nicht gleichm•a�ig um
die 0 streuen, sondern immer noch Geraden f•ur die verschiedenen radialen Quan-
tenzahlen bilden. Ob dies an falschen Parametern f•ur die Berechnunng vonne�

liegt, oder ob es sich um systematische Fehler der in Abschnitt 4.4.1 beschriebe-
nen N•aherungsmethode eines e�ektiven Brechungsindexes handelt,l•a�t sich nicht

54



abschlie�end beurteilen. Es bleibt aber der Eindruck, da� diese Methode durch-
aus eine sinnvolle Berechnungsgrundlage f•ur die Wellenfunktionen und Felder in
dielektrischen Resonatoren bietet.

4.6 Schlu�bemerkungen

Zusammenfassend l•a�t sich sagen, da� die Berechnungen mit dem Modell eines
e�ektiven Brechungsindexes das gemessene Spektrum zumindest qualitativ gut
beschreiben. Auch die Berechnung der Resonanzfrequenzen liefert sinnvolle Er-
gebnisse. Wichtig ist, die starke Frequenzabh•angigkeit des e�ektiven Brechungs-
indexes zu ber•ucksichtigen. Das Modell sagt voraus, da� die Verbreiterung der Re-
sonanzen auf Strahlungsverluste zur•uckzuf•uhren sind. Interessant ist dabei, da�
dem Modell zufolge nicht etwa inz-Richtung abgestrahlt wird, wie man auf den
ersten Blick vermuten w•urde, sondern nur (verst•arkt) in transversaler Richtung:
Wie in Anhang A.2 dargelegt, werden die Felder inz-Richtung als evaneszent an-
genommen, weil die Strahlung durch innere Totalre
exion ander Ober
 •ache kon-
serviert wird. Der wesentliche Unterschied zwischen den Modellen in Anhang A
und dem wirklichen Resonator ist jedoch, da� das Dielektrikumals unendlich
ausgedehnt angenommen wird. Das Verhalten der Felder am Randwird jedoch
nur n•aherungsweise von diesem Modell beschrieben: Eine Schw•ache des Modells
ist, da� es von reinen TM- und (f•ur h•oherez-Anregungen) TE-Moden ausgeht,
jedoch f•uhren die Randbedingungen an der Grenz
•ache in transversaler Richtung
zur Bildung von Hybrid-Moden [44, 47, 79]. Ein weiteres Gebiet f •ur zuk•unftige
Untersuchungen w•are daher die Untersuchung der Polarisation. Dar•uber hinaus
ist das Verhalten an der Kante zwischen der Ober
•ache und dem Rand der Tef-
lonscheibe sicherlich komplizierter und daher kaum untersucht. Es ist unklar, wie
stark dort durch Beugung an der Kante auch inz-Richtung abgestrahlt wird und
ob dies die Resonanzfrequenzen beein
u�t.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die Berechnung von Eigenfrequenzen und
-funktionen in o�enen dielektrischen Resonatoren mittels eines e�ektiven Bre-
chungsindexes zu testen. Der gro�e Vorteil dieser Methode ist, da� sie die Reduk-
tion der zugrundeliegenden Helmholtz-Gleichung von drei auf zwei Dimensionen
erlaubt. Sie stellt damit eine wichtige Grundlage f•ur die Berechnung von Mikro-
lasern oder anderen dielektrischen Resonatoren dar bzw. erlaubt es, Analogexpe-
rimente mit quasi-zweidimensionalen dielektrischen Billards durchzuf•uhren.
Als Form des Billards wurde ein Kreis gew•ahlt, da die zweidimensionale Helm-
holtz-Gleichung f•ur dieses Billard analytisch l•osbar ist und die Moden eindeu-
tig durch ihre Quantenzahlen identi�ziert werden k•onnen. Aufgrund seiner gu-
ten Hochfrequenz-Eigenschaften wurde Te
on als Material f•ur das Billard aus-
gew•ahlt. Zur Identi�zierung der Quantenzahlen wurden die Wellenfelder mit der
St•ork•orper-Methode gemessen.
In einem ersten Schritt wurde das zweidimensionale Kreisbillard untersucht. Zum
einen konnte so die Pr•azision der experimentellen Technik getestet werden, da die
Korrektheit der zugrundeliegenden Theorie bereits in fr•uheren Arbeiten best•atigt
wurde [68]. In diesem Zusammenhang wurde auch eine einfach durchf•uhrbare,
aber recht pr•azise Technik zur Bestimmung des Brechungsindexes des verwen-
deten Te
ons entwickelt. Zum anderen konnte so ein generelles Verst•andnis der
Eigenschaften von o�enen dielektrischen Billards erhalten werden. Die Quanten-
zahlen der Resonanzen konnten durch Messung der Wellenfelder au�erhalb des
dielektrischen Resonators in einem gro�en spektralen Bereichbestimmt werden.
Qualitativ konnte die Struktur des Spektrums vollst•andig und in •Ubereinstim-
mung mit der Theorie verstanden werden. Die beobachteten quantitativen Abwei-
chungen bei den Resonanzfrequenzen konnten auf experimentelle Ungenauigkeiten
in Form von Luftspalten zur•uckgef•uhrt und ebenfalls verstanden werden. Zus•atz-
lich wurden die statistischen Eigenschaften des Spektrums untersucht. Es wurden
Abweichungen von der f•ur ein integrables System erwarteten Poisson-Statistik ge-
funden, die qualitativ durch die hohe Anzahl der fehlenden Resonanzen erkl•art
werden konnten.
Schlie�lich wurde mit dem halbo�enen Resonator ein zur Geometrie von Mikrola-
sern vergleichbarer Aufbau untersucht. Dabei zeigte sich zun•achst eine generelle
starke Verbreiterung der Resonanzen, die mit dem Modell einese�ektiven Bre-
chungsindexes gut erkl•art werden konnte. Die Quantenzahlen wurden f•ur eine
gro�e Zahl von Resonanzen durch Messung der Wellenfelder im Inneren des Reso-
nators bestimmt. Bei den Messungen der Wellenfelder zeigte sichau�erdem eine
noch nie zuvor beobachtete Ellipsenstrukur im Hintergrund, die auf die Interfe-
renz mit am St•ork•orper gestreuten Wellen zur•uckzuf•uhren ist (siehe Anhang C).
Berechnungen mit einem e�ektiven Brechungsindex wurden mitden experimen-
tellen Daten verglichen. Wiederum zeigten sich Abweichungen, die sich durch das
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Auftreten eines Luftspalts erkl•aren lassen. Ob•uber den Ein
u� des Luftspalts
hinaus systematische Abweichungen aufgrund von Unzul•anglichkeiten der Berech-
nungsmethode auftreten, konnte aufgrund der experimentellen Unsicherheiten f•ur
die geometrischen Parameter des Aufbaus nicht abschlie�end gekl•art werden. Es
scheint aber so, da� die Methode des e�ektiven Brechungsindex auch eine brauch-
bare quantitative Berechnung der Resonanzfrequenzen erm•oglicht.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, da�sich anhand der
St•ork•orper-Methode die Wellenfelder eines dielektrischen Resonators mit hoher
Au
 •osung messen und so die Struktur bzw. Quantenzahlen der entsprechenden
Resonanzen bestimmen lassen. Erstmals wurde die Methode eines e�ektiven Bre-
chungsindexes an einem dielektrischen Mikrowellenresonatorsystematisch getes-
tet. Obwohl eine genaue quantitative•Uberpr•ufung der Methode nicht gelungen ist,
konnte eine zumindest qualitativ gute•Ubereinstimmung mit den experimentellen
Daten festgestellt werden. Vor allem zeigte sich eine gro�e Abh•angigkeit der Reso-
nanzfrequenzen von den geometrischen Parametern des Resonators und etwaigen
St•orungen, die bei der Planung zuk•unftiger Experimente zu ber•ucksichtigen ist.
Insofern stellen die bei dieser Arbeit gemachten Erfahrungen eine wichtige Grund-
lage f•ur weiterf•uhrende Experimente mit o�enen dielektrischen Billards dar. Auch
ergibt sich eine ganze Reihe von o�enen Fragen zur Untersuchungder Methode
des e�ektiven Brechungsindexes und weiteren Problemen:

� Zun•achst gilt es, einen Aufbau ohne Luftspalte und andere St•orungen zu
entwickeln, der einen pr•azisen quantitativen Vergleich mit den Berechnungen
anhand des e�ektiven Brechungsindexes erlaubt. Sollten sichsystematische
Abweichungen zeigen, w•are die Suche nach verbesserten Rechenmodellen
notwendig.

� In dieser Arbeit wurde nur die niedrigste TM-Mode in z-Richtung un-
tersucht. Eine m•ogliche Weiterf•uhrung w•are die Untersuchung h•oherer
z-Anregungen bzw. von TE-Moden. Insbesondere stellt sich dabei die Fra-
ge, welche Form der Polarisation in einem o�enen dielektrischen Resonator
tats•achlich auftritt.

� Die im Hintergrund der gemessenen Wellenfelder gefundenen Ellipsenstruk-
turen konnten als Interferenze�ekte mit am St•ork•orper gestreuten Wellen
gedeutet werden. Dennoch sind einige Aspekte dieses Ph•anomens noch nicht
abschlie�end verstanden und bed•urfen weiterer Untersuchung. Auch stellt
sich die Frage nach m•oglichen Anwendungen.

� Als Beispiel f•ur ein chaotisches System und St•orung der Kreis-Symmetrie
bietet sich die Untersuchung eines abgeschnittenen Kreisbillards an. Hier
w•aren die Untersuchung der Emissionseigenschaften und der Vergleich mit
st•orungstheoretischen Berechnungen von Interesse.
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A Berechnung des e�ektiven Brechungsindexes

A.1 Resonator mit Luftspalt

In Abb. A.1 ist der Aufbau eines Resonators mit einem Luftspalt der H•ohea (Be-
reich 1) •uber einem Dielektrikum der H•ohe b mit Brechungsindexn (Bereich 2)
skizziert. Die Gesamth•ohe des Resonators betr•agt h = a + b (Vorsicht: Bezeich-
nungen weichen von Kapitel 3 ab). Die Berandung des Billardsin x-y-Richtung
ist beliebig; alle folgenden Rechnungen sind auch f•ur einen unendlich ausgedehn-
ten Aufbau ohne metallische Berandung g•ultig. Der Ansatz f•ur die Felder einer
TM-Mode ist entsprechend Glg. (2.6)
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t = � E (1)

0
� z

 2

~r t 	 sin [ � z(z � h)]e� i!t ;

~B (1)
t = i !


 2c2 E (1)
0 (~ez � ~r t 	) cos [ � z(z � h)]e� i!t ;

E (2)
z = E (2)

0 	 cos ( kzz)e� i!t ;

~E (2)
t = � E (2)

0
kz

 2

~r t 	 sin ( kzz)e� i!t ;

~B (2)
t = i ! n 2


 2c2 E (2)
0 (~ez � ~r t 	) cos ( kzz)e� i!t :

(A.1)

Aus Glg. (2.5) ergibt sich f•ur die z-Komponente� z des Wellenvektors im Luftspalt

� z(kz) =

s
k2

z

n2
� 
 2

�
1 �

1
n2

�
: (A.2)

0

b

h = b+ a

z

Metal

Dielectric (2)

Air (1)

Abb. A.1: Resonator mit Luftspalt •uber einem Dielektrikum. Zwischen den Metall-
platten be�ndet sich ein Dielektrikum mit Brechungsindex n und H•ohe b,
dar•uber ein Luftspalt der H•ohe a. Die Gesamth•ohe des Billards betr•agt
a + b = h. Die Form der Berandung in x-y-Richtung ist beliebig.
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Abb. A.2: Resonanzfrequenz in Abh•angigkeit der H•ohe a des Luftspalts. F•ur einen
Resonator entsprechend Abb. A.1 mit b = 5 mm und n = 1 :419 sind die
Resonanzfrequenzen einer Mode mit
 = 300 m� 1 bei verschiedenen Werten
von a aufgetragen. F•ur a = 0 ist die Frequenz nat•urlich die des Resonators
ohne Luftspalt, also � ja=0 = 10:087 GHz. Die lineare N•aherung (A.4), als
durchgezogene Linie eingezeichnet,•ubersch•atzt die Frequenzen generell, ist
aber insgesamt recht gut.

Die Wellenfunktion 	 und ihr Eigenwert 
 sind entsprechend Glg. (2.4) de�niert.
Aus den Randbedingungen entsprechend Abschnitt 2.1 f•ur den •Ubergang zwischen
Dielektrikum und Luft ( ~E (i )

t und n2
i E (i )

z stetig wegen� r = n2) erh•alt man f•ur kz

in Abh•angigkeit von 
 die Quantisierungsbedingung

� � z tan (� za) =
kz

n2
tan (kzb) (A.3)

mit � z = f (kz; 
; n ) entsprechend Glg. (A.2). Wie man sieht, geht die Berandung
in x-y-Richtung nur mittelbar ein, insofern sie das Spektrum von
 festlegt, und
die Struktur der Wellenfunktion 	 selbst geht •uberhaupt nicht ein. Die L•osungen
der Quantisierungsbedingung m•ussen numerisch berechnet werden. In Abb. A.2
ist f•ur eine Mode mit 
 = 300 m� 1 die Resonanzfrequenz in Abh•angigkeit von der
H•ohe a des Luftspalts aufgetragen bei einer H•ohe vonb = 5 mm des Dielektri-
kums mit Brechungsindexn = 1:419. Bereits relativ kleine Luftspalte f•uhren zu
Abweichungen von einigen 100 MHz. Beia = 0 ergibt sich nat•urlich die Frequenz
� = c

n



2� = 10:087 GHz des Resonators ohne Luftspalt. F•ur sehr kleine Luftspalte
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kann die Quantisierungsbedingung (A.3) linearisiert werden. Dann ergibt sich

kz = 


s
n2 � 1
b
a � 1

f•ur a � b:

F•ur die Resonanzfrequenz erh•alt man hieraus n•aherungsweise

� '
c

2� n



 

1 +
1
2

n2 � 1
b
a � 1

!

= � ja=0

 

1 +
1
2

n2 � 1
b
a � 1

!

: (A.4)

Diese N•aherung ist in Abb. A.2 als durchgezogene Linie dargestellt. Bisetwa
a = 0:2 mm liefert sie brauchbare Werte, wobei sie die Frequenz generell •uber-
sch•atzt. In einen e�ektiven Brechungsindexne� = c


! umgerechnet ergibt sich

ne� =
n

1 + a
2b(n2 � 1)

: (A.5)

TM-Moden mit h •ohererz-Quantenzahl und TE-Moden existieren nicht unterhalb
von � 2D = c

2nb = 21:1 GHz.

A.1.1 Luftspalt-Korrektur f •ur Messung des Brechungsindexes

Aus dem Vergleich von Glgn. (3.1) und (4.1) sieht man, da� die inAbschnitt 3.2.2
betrachtete Gr•o�e � Luft

� PTFE
der e�ektive Brechungsindexne� ist. L•ost man Glg. (A.5)

nach n auf, so erh•alt man f•ur den Brechungsindex

n =
b

a ne�
�

s �
b

a ne�

� 2

�
2b
a

+ 1: (A.6)

Mit ne� = � Luft
� PTFE

erh•alt man dann aus Glg. (A.6) den korrekten Brechungsindex.
Man beachte die von Abschnitt 3.2 abweichende Bezeichnungb f•ur die H•ohe des
Dielektrikums (siehe auch Abb. A.1).

A.2 Halbo�ener dielektrischer Resonator

In Abb. A.3 ist ein Querschnitt des halbo�enen dielektrischen Resonators dar-
gestellt: Die dielektrische Scheibe (Bereich 2) mit Brechungsindex n und H•oheh
liegt auf einer Metallplatte. Oberhalb der dielektrischen Scheibe be�ndet sich Luft
mit BrechungsindexnLuft = 1 (Bereich 1). Das Dielektrikum und die Metallplatte
werden als inx-y-Richtung unendlich ausgedehnt angenommen. F•ur die Felder
einer TM-Mode wird der Ansatz

E (1)
z = E (1)

0 	( x; y)ei ( � z z� !t ) ;

E (2)
z = E (2)

0 	( x; y) cos (kzz)e� i!t
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Air (1)
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Abb. A.3: Halbo�ener dielektrischer Resonator. Die dielektrische Scheibe mit H•ohe h
und Brechungsindexn (Bereich 2) liegt auf einer Metallplatte und ist oben
nur von Luft mit Brechungsindex nLuft = 1 (Bereich 1) umgeben. Anders
als in Abb. 4.2 werden hier Dielektrikum und Metallplatte al s unendlich
ausgedehnt angenommen.

gemacht. Die transversalen Feldkomponenten~E t und ~B t ergeben sich aus den
Glgn. (2.3) und (2.6). Wie in Abschnitt A.1 ist � z(kz) durch Glg. (A.2) gegeben,
und aus den Randbedingungen an der Grenzschicht zwischen Dielektrikum und
Luft bei z = h erh•alt man die Quantisierungsbedingung

kz tan (kzb) = � i n 2� z (A.7)

f•ur kz. Eine Analyse der Quantisierungsbedingung ergibt, da� L•osungen nur f•ur
kz < 


p
n2 � 1 existieren. Dies ist•aquivalent zu der Bedingung, da� � z rein

imagin•are Werte annimmt und somit das Feld in der Luft exponentiell abf•allt.
Physikalisch bedeutet das, da� es nur ein evaneszentes Feld in der Luft gibt, die
Strahlung also durch innere Totalre
exion im Dielektrikum konserviert ist. Ohne
innere Totalre
exion k•onnte sich kein stabiles Feld im Dielektrikum aufbauen.
Aus der Dispersionsrelation

! 2

c2
=


 2 + k2
z

n2
= 
 2 + � 2

z =

 2

n2
e�

= k2

ergibt sich

kz =



ne�

q
n2 � n2

e� und � z = i



ne�

q
n2

e� � 1: (A.8)

In die Quantisierungsbedingung (A.7) eingesetzt erh•alt man f•ur ne� die Gleichung

tan

 p
n2 � n2

e�

ne�

h

!

= n2

p
n2

e� � 1
n2 � n2

e�

;

welche unter Verwendung von 

ne�

= k in die Quantisierungsbedingung

k h =
1

p
n2 � n2

e�

(

arctan

 

n2

p
n2

e� � 1
p

n2 � n2
e�

!

+ ( � � 1)�

)

� f TM (ne� ) (A.9)
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mit der z-Quantenzahl � = 1; 2; 3; : : : umgeformt wird. O�ensichtlich h•angt ne�

nur von dem Produkt k h / h
� ab. Da f TM (ne� ) nur auf dem Intervall [1; n]

reellwertig ist, mu� 1 � ne� � n gelten. F•ur � = 1 steigt f TM (ne� ) streng monoton
von f TM (1) = 0 bis lim

ne� ! n
f TM (ne� ) = 1 an, weshalb auchne� (k) streng monoton

von ne� (0) = 1 bis lim
k!1

ne� (k) = n ansteigt. Die L•osungne� (k) f•ur die niedrigste

z-Anregung mit n = 1:421 und h = 5:4 mm ist in Abb. 4.9 dargestellt. H•ohere
TM-Moden existieren unterhalb vonk = �

h
p

n2 � 1
nicht, und TE-Moden existieren

erst oberhalbk = �
2h

p
n2 � 1

.

A.3 Halbo�ener dielektrischer Resonator mit Luftspalt

Ein Querschnitt durch den halbo�enen dielektrischen Resonator mit Luftspalt ist
in Abb. A.4 dargestellt. Die dielektrische Scheibe mit H•oheh und Brechungsindex
n (Bereich 2) ist von der Metallplatte darunter durch einen Luftspalt der H•ohe
a (Bereich 3) getrennt und nach oben hin nur von Luft umgeben (Bereich 1).
Wie schon in Abschnitt A.2 werden Dielektrikum und Metallplatteals unendlich
ausgedehnt angenommen. F•ur die Felder einer TM-Mode wird in Anlehnung an
Abschnitt A.2 der Ansatz

E (1)
z = E (1)

0 	( x; y)ei ( � z z� !t ) ;

E (2)
z = E (2)

0 	( x; y) cos [kzz + � ]e� i!t ;

E (3)
z = E (3)

0 	( x; y) cos [� z(z + a)]e� i!t

gemacht mit � z(kz) gem•a� Glg. (A.2). Die transversalen Feldkomponenten ergeben
sich wieder aus Glgn. (2.3) und (2.6). Aus den Randbedingungenbei z = 0 und

Air (1)

Air (3)

Dielectric (2)

Metal
� a

0

h

z

Abb. A.4: Querschnitt durch einen halbo�enen dielektrischen Resonator mit Luft-
spalt. Das Dielektrikum mit H •ohe h und Brechungsindex n (Bereich 2)
ist von der Metallplatte durch einen Luftspalt mit H •ohe a (Bereich 3) ge-
trennt und nach oben hin nur von Luft umgeben (Bereich 1). Dielektrikum
und Metallplatte werden wie schon in Abb. A.3 als unendlich ausgedehnt
angenommen.
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z = h ergeben sich die Bedingungen

kz tan (kzh + � ) = � i n 2� z und kz tan (� ) = n2� z tan (� za):

Unter Verwendung des Additionstheorems

tan (x + y) =
tan (x) + tan ( y)

1 � tan (x) tan (y)

erh•alt man schlie�lich als Quantisierungsbedingung f•ur kz

kz tan (kzh) + n2� z tan (� za) = � i n 2� z + i n 4 � 2
z

kz
tan (� za) tan (kzh):

Erwartungsgem•a� geht die Quantisierungsbedingung f•ur a = 0 in die Quantisie-
rungsbedingung (A.7)•uber. Wie zuvor existieren nur L•osungen mit evaneszenten
Feldern in den Luft-Bereichen. Unter Verwendung von Glg. (A.8) und einigen
weiteren Umformungen erh•alt man schlie�lich die Quantisierungsbedingung

k h = 1p
n2 � n2

e�

8
<

:
arctan

0

@n2

p
n2

e� � 1p
n2 � n2

e�

1 + T
1 � n4 n2

e� � 1
n2 � n2

e�
T

1

A + ( � � 1)�

9
=

;

mit T = tanh
�

k a
p

n2
e� � 1

�
:

(A.10)

f•ur ne� mit der z-Quantenzahl � = 1; 2; 3; : : :. Wie schon Glg. (A.9) ist auch die
Quantisierungsbedingung (A.10) nur f•ur ne� 2 [1; n] reellwertig und in diesem
Bereich streng monoton steigend. Dementsprechend steigt auchne� f•ur die nied-
rigste z-Mode wieder streng monoton vonne� (k = 0) = 1 bis lim

k!1
ne� (k) = n an.

Um die Stetigkeit der Quantisierungsbedingung zu gew•ahrleisten mu� die arctan-
Funktion so umde�niert werden, da�

arctan ([0; 1 ]) =
h
0;

�
2

i
und arctan ([�1 ; 0]) =

h�
2

; �
i

gilt, da das Argument der arctan-Funktion in Glg. (A.10) zwischen ne� = 1 und
ne� = n einen •Ubergang von +1 nach �1 macht ( 1

x -Singularit•at). H•ohere TM-
Moden existieren erst abk = �

h
p

n2 � 1
.

A.4 Re
exion und Brechung an Grenzschichten

Die Re
exion und Brechung einer elektromagnetischen Welle an einer Grenz-
schicht zwischen zwei Medien mit Brechungsindexn und n0 = 1 werden durch
die Re
exions- und Transmissionskoe�zienten

r = E 0
0

E0
= n cos (� ) �

p
1 � n2 sin2 (� )

n cos (� ) +
p

1 � n2 sin2 (� )
;

t = E 00
0

E0
= 2n cos (� )

n cos (� ) +
p

1 � n2 sin2 (� )

(A.11)
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~k0
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~ke�

~k0
e�

x-y-plane

y-z-plane

Abb. A.5: Re
exion und Brechung an einer Grenzschicht. Die einfallende Welle mit
Wellenvektor ~kM wird an der Grenzschicht (y-z-Ebene, grau dargestellt, mit
Normalen-Vektor ~en ) re
ektiert ( ~k0

M ) und gebrochen (nicht dargestellt). Mit
seiner Projektion~ke� auf die x-y-Ebene schlie�t ~kM den Winkel � ein (siehe
Abb. 4.8); desgleichen ist~k0

e� die Projektion von ~k0
M auf die x-y-Ebene. Der

e�ektive Strahl ~ke� tri�t im Winkel � auf die Grenzschicht.

der Fresnel-Formeln beschrieben (hier f•ur ~E parallel zur Grenzschicht) [43]. Die
Amplitude der einfallenden Welle istE0, die der re
ektierten E 0

0 und die der ge-
brochenen WelleE 00

0 . Der Winkel der einfallenden Welle zur Fl•achennormalen~en

ist � . In Abb. A.5 ist die Re
exion an einer Grenzschicht (y-z-Ebene) f•ur den
realen Strahl~kM und den auf diex-y-Ebene projezierten

"
e�ektiven\ Strahl ~ke�

dargestellt (der gebrochene Strahl ist nicht eingezeichnet). Wie in Abb. 4.8 ist �
der Winkel zwischen~kM und ~ke� , und � ist der Winkel von ~ke� zur Fl•achennor-
malen ~en = � ~ex . Die re
ektierten Strahlen sind jeweils~k0

M und ~k0
e� , welche sich

nach den Regeln der Spiegelung aus~kM und ~ke� ergeben. Der Brechungsindex des
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zweiten Mediums sein0 = 1. Aus der Geometrie ergeben sich

~kM =

0

@

 cos (� )

 sin (� )

kz

1

A und ~ke� =

0

@

 cos (� )

 sin (� )

0

1

A :

F•ur den Winkel � zwischen~kM und ~en (in Abb. A.5 nicht eingezeichnet) ergibt
sich dann

cos (� ) =

 cos (� )

j~kM j
=


 cos (� )
n k

=
ne�

n
cos (� ):

In Glg. (A.11) eingesetzt erh•alt man nach einigen Umformungen

r real =
ne� cos (� ) �

p
1 � n2

e� sin2 (� ) + ( n2 � n2
e� )

ne� cos (� ) +
p

1 � n2
e� sin2 (� ) + ( n2 � n2

e� )
;

t real = 2ne� cos (� )
ne� cos (� ) +

p
1 � n2

e� sin2 (� ) + ( n2 � n2
e� )

(A.12)

f•ur Re
exions- und Transmissionskoe�zient des realen Strahls.
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B Lineare N •aherung f •ur das e�ektive Potential

Um f•ur das zweidimensionale dielektrische Kreisbillard die Frequenzen der Re-
sonanzen mit radialer Quantenzahlnr = 1 zu berechnen, wird das in Glg. (3.3)
eingef•uhrte e�ektive Potential im folgenden durch ein Dreiecks-Potential angen•a-
hert [80]. Dies erscheint sinnvoll, da zumindest die Resonanzenmit nr = 1 direkt
am Rand des Billards lokalisiert sind undVe� in diesem Bereich einem Dreieck
sehr •ahnlich ist (siehe Abb. 3.4). Au�erdem kann man davon ausgehen, da� die
Wellenzahlen der niedrigsten Resonanzen nicht viel•uber kmin = m

nR liegen. Setzt
man daherkmin in der Schr•odinger-Gleichung (3.2) in den energieabh•angigen Teil
des Potentials ein, erh•alt man im Bereich r < R nach einigen Umformungen

�
� � r + m2

�
1
r 2

�
1

R2

��
	 = � (k2)	 :

Auf beiden Seiten wurde der konstante Termk2
min abgezogen, wodurch sich auf

der rechten Seite mit� (k2) = k2 � k2
min gerade die Abweichung des Eigenwertsk2

von k2
min ergibt. In der N•ahe des Rands kann nun das Potential linearisiert werden,

Azimuthal quantum number m

�
�

=
� t

he
o

�
�(a

pp
)

(M
H

z)

� 100

� 50

0

0

50

50

100
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Abb. B.1: Vergleich von N•aherung und exakter Rechnung f•ur die Resonanzfrequen-
zen. Aufgetragen ist die Di�erenz � � = � theo � � (app) zwischen den nach
Glg. (2.9) exakt berechneten Frequenzen� theo und den mit Glg. (B.1) an-
gen•aherten Frequenzen in Abh•angigkeit der azimuthalen Quantenzahl m.
Es wurden n = 1 :419 undR = 275 mm als Brechungsindex und Radius des
dielektrischen Billards verwendet. Die N•aherung ist vor allem f•ur h•oherem
recht gut; der relative Fehler betr•agt f•ur m � 30 weniger als 1 %.
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und man erh•alt
�
�

@2

@r2
�

1
r

@
@r

� 2
m2

R2

r � R
R

�
	 = � (k2)	 :

Bei r = R hat Ve� einen Sprung, den man am einfachsten als unendlich hohe
Barriere approximieren k•onnte. Da die Wellenfunktionen jedoch in die Barriere
hineintunneln k•onnen, werden Neumann'sche Randbedingungend	

dr jr = R = 0 am
Rand des Billards eingef•uhrt.
Um eine analytische L•osung erhalten zu k•onnen, wird der Term1

r
@
@r vernachl•assigt.

Au�erdem werden die dimensionslosen Variablen%= � r � R
R und � 2 = � (k2)R2

eingef•uhrt. In diesen lautet die Eigenwertgleichung
�

@2

@%2
� 2m2%+ � 2

�
	 = 0 :

Durch eine weitere Variablentransformationx = (2 m2)
1
3 %� � 2

(2m2 )
2
3

erh•alt man

schlie�lich die Gleichung �
@2

@x2
� x

�
	 = 0 ;

welche durch die Airy-Funktion Ai (x) gel•ost wird. Resubstituiert man die Varia-
blen, erh•alt man

	 m;n r =1 (r ) = Ai

 

(2m2)
1
3
R � r

R
�

� (k2)R2

(2m2)
2
3

!

als L•osung. Die linear unabh•angige L•osung Bi (x) macht physikalisch keinen Sinn,
da sie f•ur r ! 0 exponentiell ansteigt. Aus den Neumann'schen Randbedingungen
erh•alt man die Quantisierung

� (k2) = � x0
(2m2)

2
3

R2
;

wobei x0 ' � 1:0188 die erste Nullstelle vondAi( x)
dx ist [48]. Daraus folgt die N•ahe-

rung

� (app)
m;n r =1 =

c
2�

m
nR

q
1 + 2

2
3 jx0jn2 m� 2

3 (B.1)

f•ur die Resonanzfrequenzen zur radialen Quantenzahlnr = 1. Diese N•aherung ist
erstaunlich genau, wie Abb. B.1 zeigt. Der relative Fehler gegen•uber den exakt
nach Glg. (2.9) berechneten Resonanzfrequenzen ist f•ur m � 30 kleiner als 1 %.
Interessant ist, da� der Abstand zwischen zwei Resonanzen

� (app)
m+1 ;n r =1 � � (app)

m;n r =1 '
d� (app)

m;n r =1

dm
=

c
2�nR

q
1 + � m � 2

3

 

1 �
1
3

� m � 2
3

1 + � m � 2
3

!

(B.2)

nur sehr schwach mitm variiert. Dabei ist � = 2
2
3 jx0jn2. Dies erkl•art das fast

•aquidistante Spektrum des dielektrischen Kreisbillards und seine •Ahnlichkeit mit
dem harmonischen Oszillator, denn f•ur m � 1 ist d� (app)

dm ' c
2�nR konstant.
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C Wellenfeldmessung und Streuung am St •or-
k•orper

Die in Abb. 4.7 beobachteten gekr•ummten Linien sind keine Eigenschaft der un-
tersuchten Resonanzen / Wellenfelder, sondern werden durch die Streuung am
St•ork•orper verursacht (siehe Abschnitt 2.4). Dies zeigt sich bei Messungen oh-
ne Resonator: Um das in Abb. C.1 gezeigte

"
Wellenfeld\ zu messen, wurde der

St•ork•orper (h = 5 mm, d = 3 mm, NdFeB) auf eine ansonsten leere Kupferplatte
gestellt und zwei Dipolantennen dar•uber aufgeh•angt. Die Antennen sind als wei�e
Kreise eingezeichnet, und die Farbskala gibt die gemessene Phasenverschiebung in
Abh•angigkeit des Ortes wieder. Man erkennt eine regelm•a�ige Struktur von konfo-
kalen Ellipsen, in deren Brennpunkten sich die Antennen be�nden. Dies ist genau
die Struktur, die man auch in Abb. 4.7 sieht, nur das dort der Teil der Ellipsen
au�erhalb des Resonators nicht gemessen wurde. Diese Ellipsen resultieren aus
der Interferenz der direkt zwischen den Antennen•ubertragenen Wellen und der
am St•ork•orper gestreuten Wellen. Die Geometrie ist in Abb. C.2 dargestellt: Die
beiden Antennen haben einen Abstand vond zueinander, und die am St•ork•orper
gestreuten Wellen legen einen Weg vonl = l1 + l2 zur•uck. Die Phasendi�erenz der
direkten und gestreuten Wellen h•angt nur von l (bzw. l � d) ab, und daher lie-
gen alle Punkte mit derselben Phasendi�erenz / demselbenl auf einer Ellipse mit
den Antennen als Brennpunkten. In Anlehnung an die geometrische Konstruktion
einer Ellipse mit Hilfe eines in den Brennpunkten befestigten Fadens wird l im
Folgenden auch Fadenl•ange genannt. Somit ergeben sich die Fadenl•angen l, f•ur
die Maxima auftreten, durch

l = d +
�

� +
' 0

2�

�
� � = 0; 1; 2; : : : :

Dabei ist � die Wellenl•ange,' 0 eine zus•atzlich auftretende Phase und die ganze
Zahl � die Ordnung der Ellipse. Dieser Zusammenhang konnte an verschiedenen
Messungen best•atigt werden. Die genaue physikalische Bedeutung von' 0 ist noch
unklar. In verschiedenen Messungen mit verschiedenen Geometrien und Antennen
und bei verschiedenen Frequenzen zwischen 5 und 20 GHz ergab sich•ubereinstim-
mend ' 0 ' 36� . Es wird vermutet, da� ' 0 eine Streuphase ist. Daf•ur spricht, da�
' 0 tats•achlich eine geringe Frequenzabh•angigkeit aufweist (sinkt um einige Grad
mit steigender Frequenz). Die Abh•angigkeit von ' 0 von Geometrie und Material
des St•ork•orpers ist noch nicht gekl•art, und es sind weitere Untersuchungen f•ur ein
vollst•andiges Verst•andnis dieses Verhaltens n•otig.
Tats•achlich weichen die Linien in Abbn. 4.7 und C.1 etwas von Ellipsen ab, weil
sich in beiden Aufbauten Antennen und St•ork•orper nicht in derselben Ebene
befanden: Es ist eine etwas kompliziertere, dreidimensionale Beschreibung not-
wendig. Beim Aufbau mit Resonator kommt au�erdem noch die Verl•angerung der
optischen Wegl•ange durch den dielektrischen Resonator hinzu. Die Auspr•agung
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min

max

�
'

Abb. C.1:
"
Wellenfeld\-Messung ohne Resonator. Der St•ork•orper wurde auf eine an-
sonsten leere Kupferplatte gesetzt und anschlie�end die Phasenverschiebung
(siehe Farbskala) in Abh•angigkeit des Ortes gemessen. Die beiden Antennen
wurden •uber der Kupferplatte aufgeh•angt und sind als wei�e Kreise einge-
zeichnet. Es ergibt sich eine regelm•a�ige Struktur von konfokalen Ellipsen
mit den Antennen als Brennpunkten, wie man sie auch bei den Wellenfel-
dern in Abb. 4.7 sieht.

d

l1
l2

Perturbation body

Antennae

Abb. C.2: Geometrie der Streuung am St•ork•orper. Die direkt •ubertragenen Wellen
m•ussen den Abstandd zwischen den Antennen•uberwinden, w•ahrend die
am St•ork•orper gestreuten Wellen den Wegl = l1 + l2 zur•ucklegen. Die
Phasendi�erenz zwischen gestreuten und direkten Wellen h•angt nur von l
(bzw. l � d) ab, weshalb alle Punkte mit derselben Phasendi�erenz auf einer
Ellipse mit den Antennen als Brennpunkten liegen.
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der Ellipsen h•angt davon ab, wie stark sich eine Resonanz vom Untergrund ab-
hebt: Da die Resonanzen mit gr•o�erem nr breiter und schw•acher sind, sind in
Abb. 4.7 die Ellipsen bei den Resonanzen mit gr•o�erem nr st•arker ausgepr•agt.
Man kann die Ellipsen z.T. auch bei den in Abschnitt 3.5 vorgestellten Messun-
gen des Au�enfelds beobachten. In einem geschlossenen Resonatordagegen sind
keine Ellipsen zu erkennen, da die an den W•anden re
ektierten Wellen die am
St•ork•orper gestreuten•uberlagern.
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