Versuch 1.2:

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
Hochfrequenzresonatoren UNIVERSITAT
Physikalisches Praktikum fiir Fortgeschrittene
Juni 2012 Institut fiir Kernphysik
1 Einleitung

Fiir den Betrieb von Beschleunigeranlagen wie z.B. dem S-DALINAC werden Hochfrequenzresonatoren der verschiedens-
ten Formen eingesetzt, um Teilchenpakete zu beschleunigen oder Strahlparameter wie Position und Intensitét des Strahls
zu bestimmen. Die Kenntnis der Eigenschaften der eingesetzten Resonatoren ist fiir den Betrieb von grofRer Bedeutung.
In diesem Versuch werden die Eigenschaften eines einfachen Zylinderresonators bestimmt. Von besonderem Interesse
sind dabei die unbelastete Giite und der Kopplungsfaktor, welcher sich dndern lésst, indem die Eindringtiefe der Ein-
koppelantenne variiert wird. Ziel des Versuchs ist es, die Grundlagen der HF-Messtechnik zu erlernen, die verschiedenen
Beschreibungsmoglichkeiten von Hochfrequenzresonatoren kennenzulernen und dieses Wissen anzuwenden, um den
Kopplungsfaktor fiir verschiedene Eindringtiefen der Einkoppelantenne zu messen.

2 Vorbereitung

1. Hohlraumresonatoren
* Maxwell-Gleichungen, Wellengleichung
* Vektorielle Helmholtzgleichung, Randbedingungen

* Moden eines Zylinderresonators

2. Messung und Beschreibung von Resonatoren
* 2-Port Netzwerkanalysator
¢ S-Parameter, Streumatrix
* Dezibel-Skala
¢ Resonanzkurve in Reflexion und Transmission
¢ Giiten und (Partial-) Breiten

* Kopplungsfaktor und kritische Kopplung

3. Leitungstheorie
* Koaxial- und Wellenleiter
* Ersatzschaltbild fiir Koaxialkabel, Telegraphengleichung
* Impedanz von Netzwerkelementen und Wellenleitern
* Impedanzanpassung und Reflexionskoeffizient
* Smith-Diagramm, S-Parameter vs. Impedanz

* Ersatzschaltbild fiir Resonatoren und Kopplung

4. Resonatoren in der Beschleunigerphysik
* Einsatzmoglichkeiten von Hohlraumresonatoren
* (normierte) Shuntimpedanz
¢ Oberflichenwiderstand, Skin-Effekt

¢ Geometriefaktor
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3 Grundlagen von Hohlraumresonatoren

Ein Hohlraumresonator ist im einfachsten Fall ein geschlossener Hohlraum aus Metall, der leer ist oder ein Dielek-
trikum enthalten kann. In diesem Versuch wird ein Zylinderresonator (siehe Abb. 1) benutzt mit einem Radius von
R =38.55 mm und einer Hohe von h = 37 mm. Aufgrund der Metallwidnde kénnen sich in einem solchen Resonator
stehende elektromagnetische Wellen ausbilden. Diese werden durch die Wellengleichung [1]
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beschrieben, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist und E und B das elektrische und magnetische Feld sind. Es wurde
hier und im folgenden von einem mit Luft gefiillten Resonator ausgegangen. Mit einer harmonischen Zeitabhangigkeit
E,B x e'®! ergibt sich daraus die vektorielle Helmholtzgleichung
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wobei w die Kreisfrequenz ist und k = w/c die Wellenzahl. Des Weiteren gelten die Randbedingungen

E_|'||av =0 und B,y =0 3)

an den Metallwidnden 0V, d.h., dass an den Metallwidnden der zu den Wanden senkrechte Teil des magnetischen Felds
und der parallele Anteil des elektrischen Felds verschwindet. Die Helmholtz-Gleichung mit diesen Randbedingungen kann
nur fiir bestimmte, diskrete Werte k; der Wellenzahl erfiillt werden. Die Losungen sind die sogenannten Eigenmoden und
die dazugehorigen Frequenzen f; = ck;/(2n) sind die Eigenfrequenzen. Diese und die dazugehérigen Feldverteilungen
hédngen ausschlief8lich von der Form des Resonators ab.

Die Helmholtz-Gleichung lasst sich nicht fiir beliebige Resonatorgeometrien analytisch 16sen. Fiir den Zylinderresona-
tor (siehe Abb. 1) ist dies jedoch moglich. Dabei kann man die zylindrische Geometrie ausnutzen, die ein Abseparieren der
z-Abhingigkeit der Felder erméglicht. Diese wird als E, B o sin(k,2), cos(k,z) angenommen, wobei k, die z-Komponente

Abbildung 1: Geometrie des Zylinderresonators mit Radius R und Hohe h.




des Wellenvektors k ist. Ebenso werden die Felder A € {E,E} in ihren z-Anteil, A,€,, und einen transversalen Anteil
A =(AA, 0)" aufgespalten. Durch Umformung der Maxwell-Gleichungen erhélt man [1]
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wobei V, analog zu A, definiert ist, und k, mit der Wellenzahl {iber k* = kﬁ + kz2 zusammenhédngt. Die transveralen
Anteile der Felder konnen somit allein als Funkionen von E, und B, geschrieben werden. Es gibt dementsprechend
zwei Typen von Moden mit verschiedener Polarisation: zum einen Moden, bei denen B, vollkommen verschwindet und
die daher transversal magnetische (TM) Moden genannt werden, und zum anderen Moden, bei denen E, verschwindet
und die transversal elektrische (TE) Moden genannt werden. Fiir eine TM-Mode erfiillt dementsprechend E, die skalare
Helmholtzgleichung

(A +KDE(x,y) =0 mit Es, =0, (5)

d.h. E, verschwindet am Zylindermantel dV des Resonators, und fiir eine TE-Mode erfiillt B,
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d.h. die Normalen-Ableitung von B, am Zylindermantel verschwindet. Fiir einen Zylinderresonator mit kreisférmigen
Querschnitt, wie wir ihn hier betrachten, werden diese Gleichungen in Polarkoordinaten (r, ¢) durch J,,(k;r)f (¢) gelost,
wobei J,, eine Besselfunktionen 1. Art der Ordnung m ist und f () = cos(imy) oder sin(m¢) ist. Fiir die vollstindigen
Felder im Resonator erhilt man fiir eine TM-Mode [2]
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wobei k, = prt/h mit p =0,1,2,... ist. Aus der Randbedingung fiir E, in Glg. (5) ergibt sich kj = j,, ,/R mit der n-ten
Nullstelle j,,, der Besselfunktion J,,. Die Eigenmode wird als TM,,,, bezeichnet mit der azimuthalen Quantenzahl m,

der radialen Quantenzahl n und der axialen Quantenzahl p. Wegen k = , /kﬁ + k2 ist ihre Eigenfrequenz

TM_L jm,n 2 E 2
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Das elektrische Feld E, fiir die TMy;o- und die TM;,,-Mode ist in Abb. 2 dargestellt. Analog ergibt sich fiir die Mode
TE,n, das Feld
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mit k, = pr/hbeip=1,2,... und k; = j; , /R, wobei j, die n-te Nullstelle von J/ ist. Die Eigenfrequenz ist
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Eine Ubersicht iiber einige Nullstellen der Bessel-Funktionen und ihrer Ableitungen ist in Tabelle 1 gegeben. Experimen-
tell konnen die Eigenfrequenzen eines Resonators mit Hilfe eines Netzwerkanalysators bestimmt werden.
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Abbildung 2: Elektrisches Feld E, fiir die (a) TM;o-Mode und fir die (b) TM;,,-Mode.

Nullstellen von J,,, Nullstellen von J,
n | jO,n jl,n j2,n j3,n n | j(/),n ]{ n j;,n ji;,n
1 | 2.40483 3.83171 5.13562 6.38016 1 3.83171 1.84118 3.05424 4.20119
2 | 5.52008 7.01559 8.41724 9.76102 2 7.01559 5.33144 6.70613 8.01524
3 | 8.65373 10.17347 11.61984 13.01520 3 | 10.17347 8.53632 9.96947 11.34592

Tabelle 1: Nullstellen der Bessel-Funktionen J,,, und ihrer Ableitungen.

4 Experimenteller Aufbau und Messung der S-Parameter

In Abb. 3 sind eine schematische Skizze (Schnitt senkrecht zur z-Achse) und ein Foto des experimentellen Aufbaus
dargestellt. Der Zylinderresonator mit einer Héhe von h = 37.0 mm und einem Radius von R = 38.55 mm ist mit einem
Einkoppler und einem Auskoppler versehen. Der Einkoppler ist ein 6 mm dicker und 148 mm langer Metallstab mit
einem kleinen Fuss [siehe Abb. 3(c)], der durch eine Offnung in den Resonator eindringt. Durch die Koppler wird der
Resonator somit zu einem offenen System, was notwendig ist, um sein Spektrum zu messen. Mittels eines verstellbaren
Balgs kann die Eindringtiefe des Metallstabs in den Resonator variiert werden. Die Eindringtiefe L;, des Metallstabs in
den Resonator ergibt sich aus der Hohe L, des Aufbaus auf dem Resonator [siehe Abb. 3(a)], der Ldnge Ly = 137,2+0,1
mm, die der Metallstab iiber den Flansch des Anschlusses hinausragt [siehe Abb. 3(c)], und der Dicke b = 23,95 mm der
Resonatorwand zu

Lgy=Ls—L,—b=113,25mm—L,. (11)

Oben am Einkoppler befindet sich ein Anschluss (auch Port genannt) fiir ein koaxiales Hochfrequenz- (HF) Kabel. Auf der
gegeniiberliegenden Seite befindet sich der Auskoppler, eine gebogene Drahtantenne. AuRerdem befinden sich im Boden
und im Deckel des Zylinders Offnungen zum Anschluss an das Strahlrohr eines Beschleunigers. Mittels einer dieser
Offnungen ist der Resonator an eine Vakuumpumpe angeschlossen. Die Anschliisse von Ein- und Auskoppler werden mit
koaxialen HF Kabeln an einen vektoriellen Netzwerkanalysator (VNA, Typ M52036A von Anritsu, im Bild nicht zu sehen)
angeschlossen.

Der VNA hat zwei Ein- bzw. Ausgidnge (im folgenden Ports genannt), mit welchen er Hochfrequenzsignale aussenden
und empfangen kann, um Hochfrequenzbauteile und -resonatoren zu vermessen. Die beiden Ports werden mit Koaxial-
kabeln an das zu untersuchende Bauteil (DUT, device under test) angeschlossen. Der VNA sendet nun von einem Port
elektromagnetische Wellen fester Frequenz (im Mikrowellenbereich) aus und misst, welcher Anteil dieser Wellen zum
selben Port reflektiert und welcher zum anderen Port transmittiert wird. Es sei a; die Amplitude der am Port i des DUT
einlaufenden Welle und b ; die der am Port j auslaufenden Welle (siehe Abb. 4). Der VNA misst das Verhaltnis

b
S;i(f)= P (12)

L

in Abhéngigkeit der Frequenz f. Man nennt die Grof8en S;; S-Parameter. Sie sind komplex, da auch die Phasenverschie-
bung zwischen aus- und einlaufendem Signal gemessen wird. Fiir ein DUT mit zwei Ports ergeben die verschiedenen
S-Parameter zusammen die 2 X 2-dimensionale S-Matrix

S11 Sz ) 7 =
S = , dh. b=Sda. 13
( Su Sa (1%
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Abbildung 3: (a) Schnitt durch den Resonator, (b) Foto des experimentellen Aufbaus und (c) Foto des Einkopplers.
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Abbildung 4: Darstellung eines HF-Bauteils (DUT) mit zwei Ports und jeweils ein- und auslaufenden Wellen mit Amplituden
a; bzw. bi'

Fiir den allgemeinen Fall eines DUT mit M Ports ist S eine komplexe M x M-Matrix. Bei Matrixelementen mit i = j
spricht man von Reflexions-, bei jenen mit i # j von Transmissions-Matrixelementen. Ein lineares HF-Bauteil ist durch
seine S-Matrix S(f) vollstindig charakterisiert. Die Einheit der Amplituden q;, b; ist [a;] = [b;] = 1+/Watt, und

Pj,aus

1S;:* =
! Pi,ein

(14

ist das Verhéltnis der an Port j aus dem DUT ausgekoppelten Leistung P; ,,s zu der an Port i eingekoppelten Leistung P, ;.
Die Amplituden a; bzw. b; sind proportional zu den Amplituden einer an Port i ein- bzw. auslaufenden Spannungswelle
(siehe Abschnitt 6.2.).

5 Modellierung der S-Matrix

Die S-Matrix eines Resonators laf3t sich mit Hilfe einer Streutheorie beschreiben, wie sie z.B. auch zur Beschreibung von
Compound-Kern-Reaktionen verwendet wird [3, 4]. Dabei werden die Eigenmoden des Resonators, die propagierenden
Moden in den angeschlossenen Kabeln (auch Streukanéle genannt) und die Kopplung zwischen diesen betrachtet. Es
sei |i, f) die im Kabel an Port i einlaufende (d.h. in richtung des Resonators laufende) Welle mit Frequenz f und (j, f|
die auslaufende Welle im Kabel an Port j. Das entsprechende Streumatrix-Element S;;(f) = (j, f|S|i, f) ist gerade die
Ubergangsamplitude zwischen den beiden Moden. Die Streumatrix kann in der Form [4]

: -1
S(fy=1+iwT (f]l—H—%WWT) w (15)

dargestellt werden. Hierbei ist H der Hamilton-Operator des geschlossenen Resonators (entspricht dem Laplace-Operator
aus Glg. (2) mit den entsprechenden Randbedingungen) mit den Eigenmoden |n), also z.B. den Feldern aus Glg. (7), und
den Eigenfrequenzen f, wie z.B. in Glg. (8), d.h. H|n) = f,|n). Der Operator W beschreibt die Kopplung zwischen den
Streukanilen, das sind die ein- und auslaufenden Wellen in den angeschlossenen Kabeln, und den Eigenmoden des
Resonators, d.h.

Wy = (n|WIi, f) (16)
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ist proportional zur Ubergangsamplitude zwischen einer einlaufenden Welle im Streukanal i und der Eigenmode |n)
des Resonators. Konkret hangt W,; von der Position und Geometrie des Kopplers an Port i und der Feldverteilung der
Eigenmode n ab. Die Matrixelemente von W lassen sich bis auf Ausnahmefille nur numerisch berechnen und werden
daher meist aus experimentellen Daten bestimmt. Ihre Einheit ist [W,;] = 1vHz.

In einem realen Resonator aus Metall mit endlicher Leitfahigkeit wird Energie nicht nur durch die Koppler und die
angeschlossenen Streukanile ausgekoppelt, sondern geht auch durch Ohm’sche Verluste in den Wanden verloren. Diese
Verluste lassen sich durch einen oder mehrere zusétzliche, parasitire Zerfallskanile modellieren. Die S-Matrixelemente
fiir diese zusétzlichen Kanile lassen sich jedoch nicht messen, und experimentell ist somit nur der Teil der S-Matrix
zugéanglich, der den Kanilen fiir die angeschlossenen Kabel entspricht.

In der Praxis werden nur eine endliche Zahl N an Eigenmoden und M an Streukanilen betrachtet!. Dann ist H eine
hermitesche N X N-Matrix, W eine N x M-Matrix und S eine M x M-Matrix. Die Matrix Hs = H + iWWT /2 wird als
effektiver Hamilton-Operator bezeichnet und ist im Gegensatz zu H nicht hermitesch. Daher hat sie komplexe Eigenwerte,
deren Realteil die Resonanzfrequenz und deren Imaginérteil die Zerfallsrate der Moden im Resonator angibt. Durch
die Offnung des Resonators durch die Koppler werden aus den Eigenmoden des geschlossenen Resonators Resonanzen
mit endlicher Lebensdauer. Der Operator (f 1 — H)~! wird auch als Propagator des Resonators bezeichnet. Das S-
Matrixelement

Si(f)=06;+ilj, fIWT (f1—He) ' WIi, f) 17

148t sich dann wie folgt verstehen (von rechts nach links gelesen): Die einlaufende Welle |i, f) wird zum Teil in den
Resonator eingekoppelt (W), durchlduft diesen [(f1 — Hu4)™'] und wird zum Teil wieder ausgekoppelt (WT) in die
auslaufende Welle (j, f|.

Wir wollen nun zunichst den einfachsten Fall betrachten, ndmlich den einer einzelnen Eigenmode (N = 1) die an
nur einen Port / Streukanal (Index i = 1) sowie an einen parasitdren Kanal koppelt (M = 1+ 1). Dies ist eine sinnvolle
Niaherung, wenn man nur eine einzelne, isolierte Resonanz des Hohlraumresonators betrachten will. In diesem Fall ist
H = (f,), wobei f,, die Eigenfrequenz der Eigenmode ist, und W = (\/ITI, \/1"79) Als Streumatrixelement ergibt sich

Sh(f)=1+i (18)

I
f—fo—il/2’
wobei I'; die Partialbreite des Streukanals, I' = I'; 4+ I'; die Gesamtbreite der Resonanz und I' die Partialbreite des
parasitdren Kanals ist, also den Ohm’schen Verlusten entspricht. Die (Partial-) Breiten haben die Einheit [I'] = 1 Hz. Der
effektive Hamilton-Operator hat den Eigenwert & = f,+iI'/2 und die Feldamplitude im Resonator ein Zeitverhalten E o
exp(2miZt) = exp(27ifyt — 2nI't/2). Die im Resonator gespeicherte Energie E,., nimmt daher mit E,, o< exp(—2nI't)
exponentiell ab. Als dimensionsloses Ma@ fiir die Lebensdauer einer Resonanz wird die Giite verwendet, welche definiert
ist als das Verhéltnis der gespeicherten Energie E,., zur dissipierten Leistung Pgy;, pro Schwingungszyklus T,

— 2_7-C Eres — wo Eres (19)
Ty Pais Pis

mit wy = 271f, = 27/ T,. Hierbei umfasst Py, sowohl die durch Ohm’sche Verluste dissipierte Leistung als auch die durch
den Koppler ausgekoppelte Leistung. Man spricht auch von belasteter Giite, weil die Kopplung an eine externe Last zu
zusétzlichen Verlusten im Resonator fiihrt. Sie ergibt sich zu

_bo

Q=T

(20)

Die unbelastete Giite ist definiert als das Verhiltnis der gespeicherten Energie zur Ohm’schen Verlustleistung Py, allein,

E
Qy=w res:f—o. (21)
Py T
Analog definiert man die sogenannte externe Glite als Q.. = f/T';, und es gilt
L2 + ! (22)
Q QO Qext .

Die Resonanzkurve, wie sie iiblicherweise am VNA dargestellt wird, ist das Betragsquadrat von S;; nach Glg. (18),

1 M ist die Gesamtzahl der propagierenden Moden in den angeschlossenen Kabeln oder Wellenleitern, wobei je nach Frequenz auch mehrere

verschiedene Moden in den Wellenleitern existieren konnen. Im hier betrachteten Fall gibt es nur jeweils eine propagierende Mode, weshalb
M identisch mit der Anzahl der Ports am Resonator ist. Es kommen dann ggf. noch parasitdre Kanéle dazu.
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Abbildung 5: Resonanzkurve in Reflexion berechnet fir f, = 3 GHz, I’ = 700 kHz und I'; = 100 kHz (blau, = 0.14),
I'; =700 kHz (rot, B = 1) und I'; = 1400 kHz (grin, 8 = 2).
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Die Resonanzkurven sind in Abb. 5 fiir drei verschiedene Fille dargestellt. Die verwendeten Parameter sind f, = 3 GHz,
' = 700 kHz und I'; = 100 kHz (blau), I'; = 700 kHz (rot) und I'; = 1400 kHz (griin). Die Resonanz bei f,, macht
sich als ein Minimum in der reflektierten Leistung bemerkbar, d.h. nur ein Teil |S;;|* der eingestrahlten Leistung wird
reflektiert, wiahrend der Anteil 1—|S;;|? im Resonator verbleibt. Abseits der Resonanz dagegen wird die gesamte Leistung
reflektiert, da sich eine Welle der entsprechenden Frequenz im Resonator nicht ausbreiten kann. Dies ist von besonderem
Interesse, da beim Einsatz eines Resonators in der Beschleunigerphysik moglichst viel Leistung in den Resonator gekop-
pelt werden soll, um dort z.B. den Teilchenstrahl zu beschleunigen. Die reflektierte Leistung bei der Resonanzfrequenz
ist

(T, —To) |B—1p
S 2= = 24
St = (F oy = 51 (24
Hier wurde der sogenannte Kopplungsfaktor
r Q
f=—="2 (25)
FQ Qext

eingefiihrt. Im optimalen Fall geht alle Leistung in den Resonator. In diesem Fall ist § = 1, also I'; = I'g, und man spricht
von kritischer Kopplung. Die belastete Giite ist dann gerade Q = Q,/2. Hingegen wird sowohl fiir unterkritische (§ < 1)
als auch tiberkritische Kopplung (8 > 1) ein Teil der Leistung am Resonator reflektiert und somit nicht genutzt. Je weiter
B von 1 entfernt ist, umso grofer ist der Anteil der reflektieren Leistung. Die belastete Giite ist dann Q = Q,/(1 + ). Da
die GroRe der Ohm’schen Verluste, also I, von Material und Beschaffenheit der Resonatorwiande abhéngt, kann man den
Kopplungsfaktor am besten {iber die Geometrie bzw. Eindringtiefe des Kopplers einstellen, was eine Aufgabenstellung in
diesem Versuch ist.

Zum Schluss sei noch kurz auf den Fall eines Resonators mit M Kopplern eingegangen. Wie auch bei dem hier unter-
suchten Resonator braucht man oft noch einen oder mehrere weitere (Aus-) Koppler, z.B. fiir Diagnosezwecke. Analog

zum obigen Fall setzen wir W = (4/T'y, ..., 4/ T'1, v/ ') mit den Partialbreiten I'; der einzelnen Kanéle und erhalten

Sji(f):‘sji'i_im

M
mit ['=» T;+Tg. (26)
i=1

Dies ist die allgemeine Breit-Wigner-Kurve fiir eine isolierte Resonanz. Analog zum 1-Kanal-Fall definiert man den Kopp-
lungsfaktor und die externe Giite fiir jeden Kanal als 3; = I'; /T’ und Q.y,; = fo/I'; und erhlt

:i+i 1.. @27
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Abbildung 6: Resonanzkurve in Transmission berechnet fiir f, = 3 GHz, I’ = 700 kHz und I'; = 1000 kHz und I', = 100
kHz. Die blaue Linie zeigt die Halbwertsbreite I" an.

Die Resonanzkurve |S;;|? in Reflexion ist identische mit Glg. (23), wenn man I'g durch T — I'; ersetzt. Die Resonanzkurve

in Transmission (also fiir i # j) ist
SuFP = i (28)
a (f —for+T%/4
und wird auch Lorentz-Kurve genannt. Aus ihr kann man die Gesamtbreite I" ablesen, da sie gerade die Halbwertsbreite

der Lorentzkurve ist, d.h. der Frequenzabstand zwischen den beiden Punkten, bei denen die |Sji|2 auf die Halfte des
Maximums abgefallen ist. Ein Beispiel fiir eine Lorentzkurve ist in Abb. 6 gezeigt.

6 Resonatoren als Schaltkreiselemente

Die in den Abschnitten 3 und 5 eingefiihrte Behandlung von Resonatoren im Rahmen der Wellendynamik erlaubt im Prin-
zip eine vollstdndige Beschreibung von Hochfrequenzresonatoren und ihrem Verhalten. Fiir viele Zwecke ist es jedoch
giinstiger, den Resonator als Bauelement in einem Schaltkreis zu betrachten, dass durch eine bestimmte (frequenzab-
héngige) Impedanz charakterisiert ist und in Form eines sogenannten Ersatzschaltbilds eingefiigt werden kann. Dies
ist z.B. fiir Konzeption und Verstdndnis von Regelungskreisldufen wichtig. Auf die notwendigen Grundbegriffe wird im
Folgenden eingegangen.

6.1 Impedanz von einfachen Bauteilen

Die Impedanz Z (auch Wechselstromwiderstand genannt) eines Bauteils ist das Verhaltnis
Z=U/I (29)

von Spannung U und Strom I am Bauteil. Die Impedanz hidngt im Allgemeinen von der (Kreis-) Frequenz « der be-
trachteten Wechselspannungen und -stréme ab, und sie ist komplex, da sie sowohl das Verhéltnis der Betrdge als auch
die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung angibt. Thren Realteil nennt man auch Resistanz und ihren Ima-
gindrteil Reaktanz. Fiir einen Ohm’schen Widerstand R ist Z = R, fiir einen idealen Kondensator (Kapazitit C) ist sie
Z = 1/(iwC) und fiir eine ideale Spule (Induktivitit L) ist sie Z = iwL. Die Impedanz von komplexen Schaltkreisen
ergibt sich wie {iblich aus den Impedanzen der einzelnen Bauteile gema(3 den Kirchhoff’schen Gesetzen.

Abbildung 7: Schaltbild eines einfachen RLC-Schwingkreises aus einem parallel geschalteten Widerstand R, einer Kapazitat
C und einer Induktivitat L.
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Abbildung 8: Oben: Skizze eines Koaxialkabels mit AuBen- und Innenleiter sowie Isolator. Unten: Ersatzschaltbild mit In-
duktivitadt L', Kapazitat C’, Widerstand R’ und Leitfahigkeit G’ pro Lange. Die obere bzw. untere Klemme
des Ersatzschaltbilds entsprechen AuBen- und Innenleiter des Kabels.

Ein einfaches Ersatzschaltbild fiir einen (geschlossenen) Resonator ist in Abb. 7 gezeigt. Es besteht aus der Parallel-
schaltung eines Widerstands R, einer Kapazitit C und einer Induktivitdt I (ein sogenannter RLC-Schwingkreis). Strom
und Spannung in diesem Kreis schwingen mit exp(iwqt—I"ot/2), wobei w, = 1/+/LC die Kreisfrequenz und I’y = 1/(RC)
die Dampfungskonstante aufgrund der Ohm’schen Verluste im Widerstand ist?. Die Impedanz dieser Parallelschaltung ist

1 1\
Zres = E +iwC + w)—L . (30)
Der Schwingkreis aus Abb. 7 entspricht einem geschlossenen Resonator mit Ohm’schen Verlusten, aber ohne Kopplung
an die Auflenwelt. Im Resonanzfall, also fiir w = w,, wird seine Impedanz rein reell (Z,.,;, = R). Fiir eine realistische
Beschreibung eines Hohlraumresonators muss noch ein Koppler und ein Wellenleiter / Koaxialkabel zum Anschluss an
einen Hochfrequenzgenerator hinzugefiigt werden. Auf die Grundlagen zur Beschreibung von Wellenleitern wird im
folgenden Abschnitt eingegangen.

6.2 Impedanz von Wellenleitern

Analog zur Impedanz eines Bauteils kann man auch die Impedanz eines Wellenleiters oder Koaxialkabels definieren
als das Verhéltnis U/I einer Spannungs- und einer Stromwelle im Wellenleiter. Dies wird im Folgenden am Beispiel ei-
nes Koaxialkabels ausgefiihrt. Eine Skizze eines Koaxialkabels und eines entsprechenden Ersatzschaltbilds ist in Abb. 8
zu sehen. Dieses Ersatzschaltbild beschreibt ein infinitesimales Stiick Koaxialkabel der Linge dz, und die GroRen L,
C’, R’ und G’ sind als Induktivitit, Kapazitit, Widerstand des Koaxialkabels sowie Leitfahigkeit des Isolators pro Lan-
geneinheit zu verstehen. Die Induktivitat L’ und Kapazitit C’ pro Lingeneinheit eines Koaxialkabels lassen sich leicht
berechnen. Hinzu kommen der Widerstand R’ aufgrund Ohm’scher Verluste im Innen- und im Auflenleiter sowie ein
Leckstrom durch den Isolator mit Leitfihigkeit G’. Die Klemmen des Schaltbilds lassen sich mit dem AufRen- und dem
Innenleiter des Koaxialkabels identifizieren, wir betrachten also die Spannung U(z, t), die am Ort g zur Zeit t zwischen
Innen- und Auflenleiter abfillt, und den Strom I(z,t), der auf der Oberfliche von Innen- und Aulienleiter flieRt. Mit
den Kirchhoff’schen Regeln und den Gesetzen fiir Strom und Spannung an Induktivitidten und Kapazitidten kann man die
sogenannte Telegraphengleichung

oU _ / 101
&L = —(RI+L Z)
BD
ar  _ / 19U
i€ = (G U+c'e

ableiten. Wir wollen im Folgenden der Einfachheit halber den verlustfreien Fall (R* = G’ = 0) betrachten. Fiir eine
einlaufende Welle (d.h. in positive z-Richtung) mit dem Ansatz

Uein — Uginei(wtsz) Iein — Iginei(wtsz) (32)
ergibt sich die Phasengeschwindigkeit der Welle als
1

w
Uy = — = (33)
k L’c’

3

2 Tatsichlich ist die Eigenfrequenz aufgrund der Dampfung verringert zu w = 4/ w2 — 1:?2 /4. Im Folgenden wollen wir aber nur den hier

relevanten Fall [y < w, betrachten.




und das Verhéltnis von Spannungs- und Stromamplituden Ugin und Igi“ als

Uein
0O _ —
— =/L'/C' =2,. (34)

Ig

Die Grole Z, bezeichnet man als charakteristische Impedanz eines Kabels oder Wellenleiters. Sie ist nicht zu verwechseln
mit der Impedanz als Verhéltnis Z(z) = U(z)/I(z) von Spannung und Strom am Ort z im Kabel, da i.A. hin- und riicklau-
fende Wellen miteinander interferieren. Die Impedanz hingt daher von der Position z ab, der sogenannten Referenzebene,
welche im néchsten Abschnitt néher erlautert wird.

Fiir eine riicklaufende Welle Uy, I o e/“* %) erhilt man dieselbe Phasengeschwindigkeit, aber UZik/[7ik = — 7.
Fiir den allgemeinen Fall einer ein- und auslaufenden Welle betragen Gesamtspannung und -strom also

U = (Ugmeﬂkz + Uéuckelkz) elot = Uein + Uriick
UP ks U ks ieot 3>
I = (e - e = ILein = Lk -

Der Anschlu® an das Koaxialkabel bestehend aus Innen- und AufSenleiter ist das, was in Abschnitt 4 als Port bezeich-
net wurde. Die Amplituden a und b der ein- und riicklaufenden Wellen® an diesem Port sind als a = Ug"//Zy und

b= Ugﬁd‘/ 1/ Z, definiert. Der Faktor 4/Z, wurde eingefiihrt, um die richtige Dimension von a und b zu gewahrleisten.
Im Prinzip kann Z, beliebig gewahlt werden, aber iiblicherweise verwendet man die charakteristische Impedanz des
betreffenden Kabels. Aus Glg. (35) ergeben sich die Zusammenhénge

_U+Zl_U-2Z

= (36)
‘ 2./Z, 2./Z,
bzw.
1
U=+/Zy(a+Db) I=——(a—-b) 37

N

zwischen den Amplituden a und b von ein- und riicklaufender Welle und der Gesamtspannung U und dem Gesamtstrom
I an einem Port [5].

6.3 Impedanziibergdnge und -anpassung

Was passiert nun, wenn ich an einen Wellenleiter (oder den Port eines VNA) mit charakteristischer Impedanz Z, ein
Bauteil mit Impedanz Z, an der Position z = 0 anschliefe? Spannung und Strom im Kabel kann man allgemein schreiben
als

. . 1 . .
U(z)= \/Z_O(ae*lkz +be®) und I(z) = ——=(ae ** — bel**). (38)
Zy

Am Bauteil muss nun U(z = 0)/I(z = 0) = Z, gelten, wodurch das Verhaltnis von a und b bestimmt wird zu

b ZG_ZO

Sp=—= .
7 Z,+Zy

(39)

Ein Impedanzsprung in einer Schaltung fiihrt also dhnlich wie in der Optik der Ubergang zwischen zwei Medien mit
verschiedenem Brechungsindex zu einer teilweisen Reflexion des Signals, welche im Allgemeinen unerwiinscht ist. Da-
her versucht man in der Regel, die Impedanz hintereinandergeschalteter Bauteile aneinander anzupassen (sogenannte
Impedanzanpassung). Der Zusammenhang Glg. (39) zwischen der Impedanz Z, eines Bauteils und der Reflexion S;; an
diesem erlaubt auch die Messung von Impedanzen mit einem VNA. Dabei ist Z, die Impedanz des Ports des VNA bzw. der
angeschlossenen Kabel, welche typischerweise Z, = 502 betragt.

Gleichung (39) definiert eine konforme Abbildung zwischen den komplexen Grélen S;; und Z,/Z,. Dies wird bei der
Darstellung in einem sogenannten Smith-Diagramm ausgenutzt [6]. In diesem Diagramm wird einfach der Imaginérteil
von S;; gegen den Realteil aufgetragen. Ein Beispiel ist in Abb. 9 (rechts) dargestellt. Die Linien konstanter Resistanz
r =Re(Z/Z,) und Reaktanz x =Im (Z/Z,) bilden in diesem Diagramm Kreise bzw. Kreisbogen. Diese sind als schwarze
(Resistanz) und blaue (Reaktanz) Kurven eingezeichnet, sodass die Impedanz Z, aus der gemessenen Reflexion S;; mit
Hilfe des Smith-Diagramms abgelesen werden kann. Die blauen Kurven in der oberen Hélfte entsprechen dabei einer

3 Der Index i des Ports wird hier zur Vereinfachung unterdriickt.
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Abbildung 9: Beispiel eines Smith-Diagramms (rechts). Man erhalt es als konforme Abbildung der komplexen Impedanz-
ebene (links). Die schwarzen Kreise sind Kurven konstanter Resistanz, die entsprechenden Werte von r sind
angegeben. Die blauen Kreisbdgen sind Kurven konstanter Reaktanz, die entsprechenden Werte von x sind
angegeben. Der rote Punkt entspricht somit einer Impedanz von Z = (1 + 2i)Z,.

Transformator

o

res

Abbildung 10: Kopplung eines RLC-Schwingkreises mittels eines Transformators an einen Schaltkreis. Durch den Transfor-
mator wird die Impedanz Z ., des Schwingkreises auf die Impedanz Z,, transformiert.

Induktivitdt (x > 0), die in der unteren Hélfte einer Kapazitdt (x < 0). Der rote Punkt z.B. entspricht der Impedanz
Z, = (14 2i)Z,. Es konnen beliebig grol3e oder kleine Werte von Z,/Z, innerhalb des Einheitskeises dargestellt werden,
da immer |S;;| < 1 ist. Das Smith-Diagramm ist bei der Analyse von Schaltungen sehr niitzlich, da man mit verschiede-
nen graphischen Methoden direkt bestimmen kann, wie sich die Impedanz durch Parallel- oder Reihenschaltung anderer
Bauteile dndert und z.B. auf Z, anpassen l43t. Letzeres entspricht dem Einstellen der kritischen Kopplung im Praktikums-
versuch. Wenn man z.B. einen Widerstand in Reihe hinzu schaltet, bewegt sich der Punkt entlang einer Linie konstanter
Reaktanz, und man kann die gednderte Impedanz durch den Schnittpunkt mit dem Kreis konstanter Resistanz fiir den
neuen Wert von r bestimmen.

6.4 Impedanzanpassung bzw. kritische Kopplung des Resonators

Die Eigenschaften eines Hohlraumresonators lassen sich wie oben gezeigt z.B. durch einen RLC-Schwingkreis model-
lieren. Dieser muss an die Auf3enwelt gekoppelt werden. Der Koppler 1463t sich in einem Schaltkreis z.B. durch zwei
gekoppelte Induktivititen, d.h. einen Transformator, modellieren [2]. Dies ist in Abb. 10 dargestellt. Ein idealer Transfor-
mator mit Ubersetzungsverhaltnis y transformiert eine Impedanz Z, auf der Sekundirseite auf eine Impedanz Z; = y2Z,
auf der Primérseite*. Im Experiment misst man also nicht die Impedanz Z,., des Resonators selbst, sondern nur die durch
den Koppler transformierte Impedanz Z, = y?Z,. Die Verinderung der Eindringtiefe des Kopplers in den Resonator
entspricht also dem Einstellen des Ubersetzungsverhéltnisses y mit dem Ziel, Z, an Z, anzupassen, d.h. die kritische
Kopplung einzustellen. Bei kritischer Kopplung geht die Resonanzkurve S;;(f) im Smith-Diagramm durch den Ursprung.

4 Das Ubersetzungverhéltnis eines Transformators ist gerade das Verhiltnis der Windungszahlen der beiden Spulen.
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Die Reflexionskurve, die man erhilt, wenn man den Resonator mit einem Koppler an den VNA mit Impedanz Z, an-
schlieft, 14Rt sich nun aus dem Ersatzschaltbild berechnen. Einsetzen von Z, = [1/R+iwC+1/(iwL)] ™! [vgl. Glg. (30)]
in Glg. (39) ergibt
B —[1+2iQo(f — fo)/fol
B+ [1+2iQo(f — fo)/fol
Hierbei wurde die Naherung |f — f,| < f, gemacht und der Kopplungsfaktor § = R/Z, sowie die unbelastete Giite Q, =

wo/ fQ = f,/T'q eingesetzt. Gleichung (40) ist (bis auf ein Vorzeichen) identisch mit Glg. (18). Bei der Resonanzfrequenz
fo wird Z, =R, und wie in Abschnitt 5 erwéhnt gilt

S11(f)= (40)

p-1f’
S = |0— 41
S1(fo) 'ﬂﬂ (4D
Fiir unterkritische Kopplung erhélt man
1-1S
5 LISl )
141811 (fo)l
und fiir Giberkritische Kopplung
1+1S
_ LtIsulo)l s
1= 151 (o)l

Ob iiber- oder unterkritische Kopplung vorliegt, 146t sich alleine aus |S;;(f,)| nicht ablesen. Dies kann aus der Phase von
S,; abgelesen werden, wozu sich das Smith-Diagramm gut eignet. Obige Zusammenhé&nge zwischen |S;;| und 8 sind nur
giiltig, wenn lediglich ein Koppler angeschlossen ist bzw. wenn die Partialbreite des anderen Kopplers vernachlassigbar
ist, wie aus Glg. (26) ersichtlich wird.

6.5 Anderung der Referenzebene

Gleichung (39) und damit auch Glg. (40) sind nur gliltig, wenn man S;; direkt vor dem Bauteil mit Impedanz Z, misst.
Der Ort, an dem man misst, wird auch als Referenzebene bezeichnet. Diese liegt normalerweise direkt am Port des
VNA. In der Praxis befindet sich beim messen eines Bauteils ein Kabel der Linge [ zwischen Bauteil und Port des VNA.
Betrachtet man nun Glg. (35) bei 2 = —[ und benutzt Glg. (39) fiir S;;(z = 0) so erhilt man

Un(z=—-1)
Uein(Z =-0) B

Za_ZO

Sll(Z:—Z)Z 7 +Z .
a 0

e—ziklsll(z — 0) — e—zikl (44)

Wenn man an ein Bauteil ein Kabel der Lange [ anfiigt bzw. die Referenzebene um die Linge [ vom Bauteil wegbewegt,
so entspricht dies also im Smith-Diagramm einer Rotation um den Winkel 2kl im Uhrzeigersinn, wobei k die Wellenzahl
im Kabel ist. Bei e 2K handelt es sich einfach um die Phase, die das Signal im Kabel zusitzlich aufnimmt. Die Impedanz,
die man dann bei 2 = —I misst, auch Eingangsimpedanz genannt, ist dann [7]

Zein _ 1 +511(Z’ = _l) _ Z(l +lZOtaI’l(kl)
Zy, 1-S,(z=-1) Zy+iZ tan(kl)

(45)

Somit wurde Z, in Z, transformiert. Man kann also Kabel auch gezielt zur Impedanztransformation und -anpassung
verwenden. In der Praxis kann man die Referenzebene vom Port des VNA hin zum Ende des Kabels / dem Port des
Bauteils verschieben, indem man eine Kalibration durchfiihrt.

7 Anwendung in der Beschleunigerphysik und KenngréBen des Resonators

Hochfrequenzresonatoren kommen in der Beschleunigerphysik in einer Vielzahl von Anwendungen zum Einsatz, z.B. zur
Beschleunigung des Teilchenstrahls (Beschleunigungsstruktur), zur Diagnose (Strahlmonitor) oder zur Pulsformung
(Buncher). Zur Beschleunigung des Teilchenstrahls eignet sich z.B. die TM,;o-Mode des hier betrachteten Zylinderre-
sonators, da das elektrische Feld dieser Mode parallel zur Strahlachse ist und bei dieser auch sein Maximum hat. Die von
einem Teilchen mit Ladung q aufgenommene Energie ist dann

h
Wiee = f qE,(z,t)dz| = qVye, (46)
0
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wobei man V,. als Beschleunigungsspannung und E,.. = V,../h als effektives Beschleunigsfeld bezeichnet. Typische Werte
fiir supraleitende Beschleunigungsstrukturen sind E,.. = 5-25 MV/m. Fiir die TM;,-Mode eines Zylinderresonators ist
(2]

sin[wyh/(2¢)]

Vace = hEo =7 o 20)] “7)

Der konkrete Wert von V.. hdngt natiirlich von der Feldamplitude E, ab, welche durch die in den Resonator eingestrahlte
HF-Leistung bestimmt ist. Ein limitierender Faktor ist dabei die Erwdrmung des Resonators durch Ohm’sche Verluste mit
Leistung P,,. Diese werden mit der Beschleunigsungsspannung iiber die sogenannte Shunt-Impedanz R, ins Verhéltnis

gesetzt, welche als
2

R, === (48)
P,

definiert ist. Sie hat die Einheit [R,] = 1. Die Shunt-Impedanz ist somit eine wichtige Kenngrdf3e einer Beschleuni-
gungsstruktur. Die Ohm’schen Verluste pro Flidcheneinheit dA der Beschleunigungsstruktur sind

P _ lelgl2 (49)
dA 2 ’

wobei § die durch das elektromagnetische Feld im Resonator induzierten Oberflichenstrome ([g] = 1 A/m) und Ry
der sogenannte Oberflichenwiederstand sind. Der Betrag der Oberflichenstrome g ist gleich dem der magnetischen
Feldstirke H = B/ U (also |g] = |H|), wobei Uo die Vakuumpermeabilitat ist. Die Oberfldchenstrome fliel3en in einer
Schicht mit einer effektiven Dicke gleich der Skintiefe

1
6=———— (50)

V T foo Uy o

wobei u, und o die relative Permeabilitat und die Leitfahigkeit des Metalls sind, weshalb sich der Oberflichenwiderstand
zu Rg = 1/(06) ergibt. Die Ohm’sche Verlustleistung ist somit

1 -
Po= —RSJ dA|H|?. (51
2 A%

Damit 143t sich auch die unbelastete Giite

712
Eres _ Wollo fv |H| dv
0 Yp — TR
Py Rg fav |H|*dA

Qo= (52)

berechnen. Es fallt auf, dass Q, sich aus dem Oberflachenwiderstand und dem Verhéltnis eines Volumen- und eines Ober-
flachenintegrals {iber die Feldverteilung ergibt. Wahrend Rg vom Material des Resonators abhangt, hangen die Integrale
nur von der Geometrie des Resonators und den sich daraus ergebenden Feldverteilungen ab. Man definiert daher einen
sogenannten Geometriefaktor G als

f, 1HPav

G =QoRs = wolyg—————. (53)
ofts OofaV|H|2dA
Der Geometriefaktor hat wie der Oberflichenwiderstand die Einheit [G] = 1 Q. Fiir die TM,;,-Mode des Zylinderresona-
tors ist er [2]
wolohR

T 2R+h) (54

Analog zum Geometriefaktor fithrt man die normierte Shunt-Impedanz R,/Q, ein, die dann ebenfalls nur von der Reso-
natorgeometrie bzw. der betrachteten Mode abhéngt. Fiir die TM;,-Mode ist sie [2]

R, 8uoc’h

R o L (55)
Qo mwoR7 (o)

Fiir beliebige Resonatorgeometrien lassen sich G und R,/Q, nur numerisch berechnen. Mit Hilfe der Materialkonstanten
des verwendeten Metalls lassen sich dann Giite und Shunt-Impedanz einer Beschleunigungsstruktur abschatzen. Dabei
zeigt sich der grofRe Einfluss der Leitfahigkeit, was die Motivation zur Entwicklung von supraleitenden Beschleunigungs-
strukturen war.
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8 Aufgaben

Zu Hause vorbereiten:

1.

2.

3.

4.

Berechnen Sie die Eigenfrequenzen der ersten 6 Moden des Zylinderresonators!
Wie sieht das Smith-Diagramm fiir eine Resonanzkurve (in Reflexion) aus?
Wie bestimmt man aus dem Smith-Diagramm, ob iiber- oder unterkritische Kopplung vorliegt?

Bringen Sie einen USB-Stick mit!

Durchfithrung

1.

2.

Machen Sie sich mit dem Versuchsaufbau vertraut!

Betrachten Sie die erste Resonanz in Transmission. Bestimmen sie ihre Resonanzfrequenz!

. Schalten Sie die Vakuumpumpe ein. Wie verdndert sich die Resonanzkurve?

Bestimmen Sie die Resonanzfrequenzen der ersten 6 Eigenmoden! Ziehen Sie dazu den Einkoppler weit heraus
(Ly ~113.0 mm).

. Betrachten Sie die erste Resonanz in Reflexion. Vergleichen Sie die Resonanzkurve mit ihren Erwartungen!

Kalibrieren Sie den Netzwerkanalysator. Stellen Sie mit Hilfe des Smith-Diagramms kritische Kopplung ein!

Messen sie Reflexions- und Transmissions-Spektren fiir verschiedene Eindringtiefen der Antenne! Die gemessenen
Spektren kénnen auf einem mitgebrachten USB-Stick gespeichert werden.

Fragen fiir die Ausarbeitung:

1.

Vergleichen Sie die berechneten und gemessenen Resonanzfrequenzen der ersten 6 Moden. Was sind mogliche
Ursachen fiir etwaige Abweichungen?

. Bestimmen Sie die Resonanzfrequenz, Gesamt- und Partialbreiten, (un-) belasteten Giiten und Kopplungsfaktoren

(fiir beide Koppler) fiir verschiedene Eindringtiefen des Kopplers! Wie bestimmen Sie, ob unter- oder {iberkritische
Kopplung vorliegt?

. Bestimmen Sie die funktionale Abhéngigkeit des Kopplungsfaktors von der Eindringtiefe!

Zeigen Sie ein Smith-Diagramm fiir unterkritische, kritische und tiberkritische Kopplung. Vergleichen Sie es mit
ihren Erwartungen!

. Bestimmen Sie die unbelastete Giite des Resonators und berechnen Sie daraus seine Shunt-Impedanz und seinen

Oberflachenwiderstand!

Berechnen Sie den theoretisch erwarteten Oberflichenwiderstand und die erwartete unbelastete Giite und verglei-
chen Sie diese mit den gemessenen Werten. Wie kdnnen etwaige Abweichungen erkldrt werden?

Hinweise:
Die Anschliisse der Koaxial-Kabel und anderer Steckverbindungen nur an den Muttern drehen!
Verwenden Sie o = 58 - 10°(Q2m)~! und u, = 1 fiir Kupfer.
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